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yon Aller in der Mitte des ToriceB Jebrhnadeito geAmdene Sets tlier 
den ZnsMMiieiilMiig der Ancabi der Beken , Kenten und PlBehea einee Polye- 
ders ') , wonach die Zahl der Ecken and Flächen nnmmen genonunen die 

Zahl der Kank'n um 2 überlriffl, das Seitensliick des «n sich evidenten Salzes, 
dass in einem i'olygon die Zahl der Ecken gleich isl der Zahl dor Seilen, 
ist von dem beriiiiiuten flrfioder in der ersten seiner beiden darauf bezüglichen 
AUendlugen nur bi UTolMiiidiger Indoelion Teriielrt, in der swritm aber 
streng beiriesen worden. Seftden iek diOMw Theorem von TeneUedenon 
Geomelen, wie Legendr eS), CencliyB), Liinilior*) v. A. sowie noeh 



I] Lüonh. Euler: Elenientu doctrinoe solidorum, und Demonstratio nonnullarum 
insigiiium proprieUlum , quibns sulida hedris plaois iaclusa sunt praedila. Novi 
Comnentarü Acad. So. Felrop. iV. ad annum 1752 et 1.753. Pelropoli 175b. 
ttg. 100 UDii 140. 

2/ Elömens do göom^lrie, Pnris 1794. 

3) Recherchi's sur les polycdres, 2ile partie. Journal d» l'Ecole p«lylechnique 
Itf. Cahier. Paris 1813. pag. 76. 

4) IMnoire tnr ta polrMroaMn, oentaMal nae dteoMlnllea direaie de llieo- 

rime d'Euler sur U s polyedres, el un examen de diverses «leapttons auxquel- 
les ce Ihäor^nic rsi »!>$u|clti [t-xlrail par M. GergonaeJ. Annale* de iMlhteia- 
liquus pures cl appliquees par Gergoni« III. 181t Dec. pag. 16A. 
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neuerdings Cayley') tbeils mit neuen Beweisen versehen, Iheils erweitert 
wordoi. Die veracbiedenen sum Beweis« des Salzes angewandten Uetfaoöen 
lind für den Zweck der fefeiwftrtigen Ditemelung weniger von omrittel- 
baren Intereeee «h die ErweilermigeB desBelben, wekhe alt Ai^nug der 
VenilfaneiBeruog betrachtet werden dürfen, die den eigrenIlichMi Qefeulaiid 
der vorliegenden Abhandlung bildet. Cauchy hat neben einem neuen Be- 
weise dem Salle die Erweiterung gegeben, dass er sich auf ein zusammen- 
hüngeudes Aggregat von Polyedern, gleichsam mit Intercelluiarwänden ver- 
sehen, bezieht, wo die im Enler'scben Salze vorkommende constaote Zahl 2 
dereh P + I onatit wifd, wobb P die ZiU der RmaillMao oder Ptftt^po- 
lyCder bedeolet, wdehe des |wlyidrlselia Aggregat UldeB. Wliiriod aber 
Eni er und Cauchy endere als sogenaBote convexe Polyider — sei es 
stillschweigend , sei es ausdrücklich — von der Belracbtnng aosschliessen, 
hat Lhuilier die sogenannten Ausaabroe(fille , in welchen sich der Satz in 
der Euler'schen Fassung nicht verificirle, betrachtet und dem Theorem eine 
auch diese exceplionellen Falle umfassende Erweiterung zu geben gesucht. 
Di« drei Arten lÜeaer aog. AnaBalHaoB, Baeb Unilier^ MciBaag d« elBstg 
nttgUebn, IhbraB «bT di« «UgeBMlB« R«latioB 

F + S= i4 + 2(<— 0+ l) + (p4-J^ + ir + ...) 

wo i di« AnaaU eingeseUossener PolyM«RlBBi« Ibi haem eiaaf grOnereB 
PotyMert, e dl« ABtahl von dnreIvdioBdeB OeHtmagen, p', n. s. w. di« 

AnaaU von eingeschriebenen Polygonen auf Seitenflächen des Pülyrders he» 
deutet, welche dadurch ringrörmige Zusammenbanfre i nnch unserer Ausdmcks- 
weise Cykiosen) annehmen, wo femer F die Zahl der Seitenflächen, S die 
Zahl der Ecken, A die Zahl der Kanten bezeichnet. Nur ist hierbei die aus 
der indüctoriseben Ausdehnung de« Fdles o := 1 auf Fälle compliciitar Direb- 



1} in aiasm ent aaeb AbsoUass dar ye t gs g endea Uatevsoshaag bakaant gawer^ 

denen Aufsalz „on Ihe ParliliORS of a Close** ia Load. Bdinb. DubL Pl)ilo«opliical 
Magazine 1861. June pag. 424. Die hier mehr angedeutete als durchgeführte 
Aasöeboiwf daa Bnlcr'selMe Satzes auob auf krannUnig« FlAcheobegreazuagea 
beriabi aiab w asea l liab aar aaf liaesr-GenigarallaaMi bi dar Bbaae eder aaf 
dar Kufaigäeha. 
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iöcheniDgen, wo der numerische Werth von n nichl sofort aos hlosser Intai- 
tion hervorgebt, erwachsende Schwierigkeit weder erwogen noch erledigt. 

Wir haben es im Folgenden nicbi bloss mit Polyedern irgend welcher 
Alt and ihre« ZiiMaai«M«lnnig«ii h ehiOT odar babebig vielen ansser- oder 
laaiiMdf bMtohMdra GnppM, aMdan nR riwiftafaii Oiay/MOi akwlMapI 
M din, «ia urir baliaUfa Anragale vm PBnJdMi Uniaa (gacada odar 
kninini) und Flächen (eben oder gekrUmmt) neaaaa wardaOi durch welah* 
der uabegrensle Raum auf beliebige Weise vollkommen oder unvullkotniDen 
getbeill, die Theile auf beliebige Art, vollständig oder theil weise begrenzt 
werden. Je grüsser aber die Allgemeiubeil ist, welche man erzielt, desto 
Schürfer mttsseo die Aosgaog^unkte in ihreo Begriffen festgestellt werden, 
«Hl IM aiahl Calbbr laaTai, dar AlIgMwtehalt darah Uabariinalbail «dar 
WOIfclr ttian Warth a« aMiaheo. Wlhraad bai aiiaa Polyidcr kanai b»- 
vamarlat so wardaa braucht, waa naa «alar Eabpaabtaa, noler Kaisen und 
Seiteuflacbea za venleben hat, genilgt es in dem verallgemeinerten Gebiet 
räumlicher Complexe nicht, von einem Quadrat oder von einem Tetraöder zu 
sprechen ; man muss vielmehr ausdrücklich angeben , ob das Quadrat bloss 
vier äeilen und vier Ecken, oder ob es auch eine Fluche besitze, die voo 
im UaiaB dar Pigir ainfaMMoMaa odar bagraoil wird, ■«! abaaao ob das 
TalraBdar 'mmcr ariaaa viar Eekan und saahi Kantaa aHa vf ar Sailaaliobn, 
wia «B aiiani nlidaii Kttipar, odar aar aWga odar fv kaiaa baritao, Ibilicb 
alnem Dreblgaatalla mit oder ebne PapierwMd. 

Die genauer definirten Elemente und die aus ihnen zusammengesetzten 
Complexe werden nun zunSchst, wie im Euler'schen Satze, gezählt, nur daia 
wir nicht bloss, wie dort, drei Zahlen — der Ecken, Kanten und Fliehen 
■ondara viar, atadicb dar Ftaikla, Liaieo, FUchaa uad Riaaio a ai winiHlahi 
baboB, welcha abdaoa dwab das allgamabia Tbaoran aiil ainandar bi Rala- 
Uan trataa. Ei «H aiab abar lai^, diaa das Tbooram aiebl die bbMMa 
Zahl jeder Art von Elementen, sondern für jedes Element noch eine nume- 
rische MoilifioUlon erforderlich macht, der r.u Folge der Satz nichl unmittelbar, 
sondern bloss mittelbar auf einer ZnlduiKj beruhl, und so gleichsam in einem 
nach gewissen Haogklassen innerhalb der eioselnen Kalegorieu von Elementen 
geregelt«« Cmmu baüaht. Diaiar PtabI fai dir VarBUfaaMtaMnuig ial to 
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w«Msllieb and dneh|NilBad, dm ich iMil BDgMtaBdea b»he, den SaU mil 
den Nmmd dw „Gnuuf rtturiiclMr C<md|i1«i» m b— idaw. 

Her UmII dM SUm aber wM hi mumt anton allgaMiMa Forai daria 

baalabefi, dass die in gedachter Weise MMliBdrlan Zablas dar Beslaodilieite, 

so XU einem abgebrniscben Aggregat vereinigt, daaa die von gerader Ansah! 
von Dimensionen i Punkte und Flüchen) positiv, die von ungerader An&ahl von 
Dtmensiuoen i^Linien und kürperiiche Räume) negativ genommen werden, von 
d«r Anzahl der Complexe aai 1 ühertrolen werden^ d. h. bei Einem Coaiplex 
Noll, bei iweien 1 , bai dreien 2 gaben n. a. w. 

Man elabt aolbrt, in «daher Waiea aieb dar EdaKscbe Salt da gns 
specieller Fall diesem Theorem unterordnet. Die SooMM rialidi d«r Eake« 
(oder Punkte) und ebenen Seiten (oder Flüchen) positiv genommen, und dar 
Kanten (oder Linien) und Kuuiuc (ihre Zahl ist hier uliezeit — 2, der einge- 
schlossene und der ausgeschlossene Raum) negativ genommen ist gleich Null 
die gedachte Modification TalU nämlich für die in dieseoi Falle belrachielea 
PdySdar wag. 

Sodaoa aber wird das Tbaoram varaAga dnar latcMan Modilinilion im 
BegrUr das CaaiplaMf noch eine Ternere, giaiabaan nebr BMUipbyaiache Ver- 
allgemeinerung erlangen, in der jenes Aggregal von vier Gliedern unter BerOck- 
sichligoni; der »us dem neuen Begriff des Comploxes sich ergebenden Modalitäten 
in allen Fallen = 0 wird, selbst in dem anfänglich bei Seile xu seisenden 
Falle, wo sich beliebig viele Coroplexlheile ins -Unendliche enlreeken. 

Dieia eidaüeiidaa BeiaarbitiigaB ndgao fenttgaa, das &m daa Tbaoreois 
ia AUgaoiaiBeB aandavteD, deaaen Begrtndaag «aa nn in Nadutabeoden 
•asMuliob baaebdUgaa »dL 



I. 

B«|riar a«t CompteM mmi 4«r CoMliUmMo. 

Unter daem rOmmUekm Complex verelehea wir vorent Jede beiiebige 
Cenfgardioa von Pnkten, lioiaa ud PMdian in Rbubm, die Umaa wd 
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ndim aafwi ißfU» ote krawn^ offen oder ftidrioiNii, begnast odw an- 
b«fMMk tiilkj Dur dus alle diese Elemaola nnter sich zusammeubängen 
nttBSen, um zu Einem Complex gerechnet xu werden. Bei rehlendem Zu- 
sammenhang der Elemente haben wir es mit so vielen Couiplvxen zu tbun, 
aU getreanie Conäguratioaen iiu Kaume vorhaaden sind; gleicliviel ob sie in 

Zahl «teer mler flMhrarer ArtoB von BteoMnlon Noll Mte kann. So Helll 
I. B. «in «taiifor Itebl nta« Gwnplez dar, in wekhen sowoU dl« Zahl der 

Linien, als der Fliehen Null ist Eine in sich zurückkehrende krumme Linie, 
i. B. der Umfang eines Kreises, wurde einen Complex ohne Punkte und ohne 
Flüchen, eine Kugelfläche einen Complex ohne l^unkte und Linien, eine all- 
seitig geschlossene mit einer Spitze versebene, birnförmige Flache einen Com- 
plex Uam nnt «ineni Fknkto vnd einer PUeh« hoslehend dnnleUoe. Selbst 
der Fall iil ab snHaaig m betmeblen, wo alle Eleinente fehlen nnd eonit 
die Zahl der Complen Mnll ist. 

Wir bemerken nun, dass wir uns im Folgenden znnicbet auf die Be- 
tracbtun|r begrenzter oder endlicher Complexe beschränken, um weiterhin 
anter einer leichten Abänderung des BegrilTes der Complexe die Untersuchung 
auch auf den Fali der Zulassigkeit unbegreoater Complexe auszudehoeo, d. h. 
solehery wo Linie« oder PHebmi, dio «lo eolhalleo, neb ebi- oder nebraelllg 
in anendHcbo Femo errtreebaa Die UnboMbrlnklbeit der Audebnong bleibt 
dnnnweb Torünlf dem die Coaple» nngebenden nnd ine UneadHcbe siob 
enlreckenden Räume allein resenrfri 

Unter Conttüuenlen verstehen wir die vorgenannten drei Arten von Ele- 
menten, welche die Complexe bilden, nebst den Theilen des gnnten unendli- 
eben haumes, welche durch die Complexe und ihre Elemente von einander 
abgetrennt worden. Bs gibt denmdk vier Arien von CoHÜInentan. 

Znr SebIriS» dioeer voriMlfeD FeMstellnigen iit eo orfordorlleb, dnran 
an erinnern, dun mnn jeden kftrperUehen Rann als die Aggregat ebier an* 
endlichen Zahl von Fliehea, jede Fliehe als das Aggregat einer unendlichen 
Zahl von Linien, jede Linie als das Aggregat unendlich vieler Funkte betrach- 
ten kann, und diiss mnn demzufolge bei gegebenem Complex oder gegebenen 
Coinpiexeu summllicbe Conslituenten auf Eine oder im Allgemeinen auf weniger 
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als vier Kateforieii Wirde tnrflckülhreo könnra. 0« iaimw UtHfmk 
Rtnkar Bickl onr «iBMr o4<r mäknf CMafttMDlra fai mMdliolwr AauM mf- 
mieii, MBdMB «idi «ine der für imer Tleorea wieUigelea VerMUedeuf^ 
tigkeiten «oberUcksichtigt bleibte wlrdc^ so schKessen wir bi«'r solche Aeqii- 

valenzen, wie einer Fläche mit nnendiich vielen in ihr enthaltenen Linien, 
einer Linie mit der uneodticiieü Reibe der ia ihr eotbaltenea Puakka, als ua- 
Mlessig aus. 

Die m«r Artee von CoiwUtuenteD nenoMi wir CWrisn» 

Die Pnnkte, welehe In der enien Corfe genttit werdea, iind die Oren- 
cen nfeht blon rm Linien, wie das Ende einer Linie oder die Grenie twi- 
aelwn swei oder mehreren Xdid«, s. B. eine Fely90]»> oder Polfider-Beke, 

sondern auch von FIttchen oder Körpern, wo sie ebensowohl als Spitzen oder 
Ecken, wie bei einer Kegelfläche, ab auch uiif einer stetig gekrümmten odttr 
ebenen Fluche vorkomtnen können, wie der Mittelpunkt einer Kreisfläche (die 
in diesem Falle als eiae ftiogflAcbe belracbieo ist, mit einer iusseren 
Grenze, den KretMmfiwfy nad etaer lanerfln, dea MBleipunltke) oder wie der 
Bertdumnffqiukt aweier «lefc kortthrandea KngeiHrhew tau leinigedneklen 
Beispiel kana der Pankt ab sokker verlorei gekei, saMd Sick die swei 
Kugeln von einander trennen und zwei Complexe bilden, oder aber eine oder 
beide Kugeln dtii I'iinkt auf ihrer Oberfläche (im letzteren Falle als zwei 
Punkte j behalten, je nachdem es bei AuFslellung der Elemente so oder anders 
besliuiuil svurden. Diese Beispiele legen vor Augen, dass jeder Biooeopuolit 
einer Liuio oder einer Flicbe oder jeder isoUrte Paokt in Renale eis aiU- 
pBcbliger Paik^ dar sieb als sokhor fw Jed*» «ndem Uoss mOgliehen nn- 
tarsebeklet, urter den Conslilnenten gefeben eebi kenSi Bs seheinl daher 
zweekmttssig, solche als Consliluenten unter den Daten gegebene Punkte so 
wie alle Elemente, sofern sie in ihrer Curie mitwählen sollen, durch das Bei- 
wort ^ectiv XU beseicbneo, und aodere bei den Betracktungeo oder Opeie- 
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lionen nur vorübergebend lu Hülfe genommene und in ihrer Curie nichl mit- 
lähiendo Eiemenle durch die Boteiofanuag virtueü von üinen ausdrücklich su 
MUcidtoMw. M Polyedern, mT wcMm aU«to, nd Ml itand in ttrar 
■dgHchflM AttfMMtahdl, lidl 4<r EMmIU Sfk in «Hmt vnfrtigltobei 
P«rai b«si«hl, ersdi^oen lediglich die Eckpunkte als (in onserm Sinne) of ee 
Ihre Punkte. Wir slaloiren die ZulAssigkeil noch anderer effecliver Pimkl* 
sowohl innerhalb jeder Kante und joder Seitenfliche als innerhalb oder ausser- 
halb des poly^driscben Raumes. Die AUgemeinheii, welche den gegenwärtigen 
Beiracblungeu vindicirl werden soll, Itost es als irrelevant erscheinen, ob 
B. im WMtd «ritehM nr«! an «Iiimi «iMürw Rnkto w ttamAnt f/nm- 
•MdM Umm oin swiMh« ihmi BndiMdMa «iM» WUmI tob 144« odw 
TOn iSKP UMm, Vtd ob der Körperwinkel der einen Raom begNnMOdM 
Fliehe an einem effectiven Pankle dieser FIftcbe den achten Theil der Ko» 
geifläche (vom Rndius i), wie beim Würrel, oder die Halbkugel zum Maasse 
bat, wie an jedem (effectiven) Binneopunkte einer ebenen oder stetig kranimen 
Obertlacbe. 

Wir mmim H» IM odtr 4m Nimeni 4ir tHiellvoi Pkioklo dmk 
• boMicbsM , wolehw tbo Mdi odtr jod« «Bältebo posHlTO gmo ZoM be- 
4folM kmo. 



8. 

Iwalle l>Mitj UaiM. 

Wlbi«n4 4io CouUlBmilni 4ar «niM Gvle Ii BMMrtM oboo rim- 
Kobo Dimension, den Punkten, bestehen, enlbÜt die Bwolte Curie Elemealo 
von Einer Dimension , die Linien. Da wir vorerst nnr endliche Complexo 
betracblen, so ist die einzige Bedingung, weiche wir den effectiven Ck>nstituen- 
ten dieser Curie auferlegen, dass der Fall ihrer unbegrenzten Ausdehnung in ' 
nnendliche Ferne aasgeechlosseo bleibe, so dese also eine von einem gege- 
bwMi AiAngipaiklo tMffkmU, Im ÜBMdlicbo fkb «ntrMkoiido forado 
Lbiio l i to i owoM «!• oIm b ridfu ii u begro Ml o fand* odtr dio Mngs 
AiM AflyopMoB TOfluilndM ondlowB Omreniweite aoob nMilmif «tte 
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sollen. Uebri^ens ist jede Geataltang atalllufl: gerade oder knuMn; xweieo- 
dig, wie die Setta «faiee Dre(eoln; oder einendlg, wie jeder der «wei TlMile 
oder Scblingeo einer 8 oder wie der nU einem effeettven Holle ToreelMOO 

Kreisumrang; in sieh geselilossen, wie jede ia sieli zärackkehroDde sich nir» 
geod selbst schneidende Curve im Raum , in einfachem udor l>eliehig ver- 
schlungenem oder verUnnlelfm Vpriaiif. Mehrere dieser Vprsrhiedcnarligkeilen, 
wiewohl alle gleich zulässig, werden weiterhin ihre wesentliche Berücksichti- 
gung finden. So wie die Conslituenten der ersten Curie als Grenzen der 
CoMlitiienteB der drei folgonden (bOberen) CnrlBD erocbeiaen, eo treten die 
der oweüen Cnrlo ab Oremen der iwol folgondra Corieo, d. }. aowoU der 
FMdien ab der körperlichen Räume auf. Die 6 Kanten eines Telniden bo> 
grenzen niebt nur die 4 dreiseiligen Seitenflächen dieses Körpers, sondern 
auch im Verein mit diesen Seiton sowohl den eingeschlossenen tetra^drischen 
Raum, uis den diesen Körper umi^ebcnden äussern Raum. Ein bloss aus den 
Tetraöderkanten bestehender Cumplex, enlhnltend 4 Punkte und 6 Linien, 
gibt dem ganzen nnendUeben Rann, obwobl er nicht mebr, wie im Twigen 
Beiapiei, wo die SeRonJlBeben des Tetnedera effediv waren, bi getrennte 
SUiefco BOffitfi^ eine in gewfaaeni Haane eonidieMe Begrenzung, durch welche 
die BescbaBimbeit (Beses Consliloenlen auf eigenihümlicbe Weise modificirt 
wird. Eine mit einem Durchmesser oder einer Sehne versehene KugelQikche 
enthitll einen inneren Uautu , dor von der Fluche einerseits, von der Linie 
andererseits begrenzt ist, ahnlich einem mit einer Durchbohrung versehenen 
•olMen KOiper. Wibrend die Darcbicbnitio Ton Fllcben, die Kanten Ton 
Obwildien, mOgen sie, wie bei PolyMem ans ebenen Tbeilen benteben oder 
nbbt, die Grenzen von Flüchen ohne Nacbbnrfilohen , wie die Seiten einer 
einzigen Dreiecksfläche, und endlich isolirte oder nackte Linien, wie die Sehne 
oder ein einzelner Radius einer Kugel, oder wie eine einzelne ringförmige Linie, 
selbstverständlich als effecliv gellen , so können überdies auch Linien in einer 
jeden Fläche als eilective gegeben sem, diu mau sieb dann als Kanten der 
FUebe vontallan dmf , lAoge wolcban der disdrisebe Kanlenwinkol rtteksiebt- 
lieb beider FÜcheiueilen 1^ beirtgl. Begrenat werden die Linien nur 
dorob Ptokte, oder nie ermangeln — obne onendlieh an »ein • dor Grenze, 
wie Ringlinien. 
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Wir lableii jed« Uidd, so wsS k«iii« ihm Binneopunkte effeoUv ist, 
alt eiBMi CowtilttMiMi der zwtSUm Carle^ wfA bsMichneii den NuoMnu dietar 
Coris doreh ht weloliw wie a Noll oder jede endlloke posiliTa game Zahl 
badaalen itauL 

4. 

DriU* Cwi« i FUektB. 

Die FIttchen oder Constiluenlen zweier DimeiuioBeii i dar dritten Carle 
«ugphörig, fungiren neben Linien nnd Punkten nis Begrenxtingcn der Körper- 
räume, welche die nächst höhere Curio bilden, während sie selbst sowohl von 
Linien als von Puniilea begrenzt äein oder auch, wie z. B. rundum geschlos- 
sene sphiroidiBeke Flicken ohne effectivo Punkte and LinieD, aller Grenzen 
«Blbebren k<hiiien. Aadi Mar sehHossen wir vorerst, wie in dor Torigan 
Onria, Ansdehnnngen oder Brslracknngon in anandlkdia Famo aaa. Der oben 
arwibnte Fnll der Abwesaobeit einer Begrenzung, der sich an mannigfach go» 
sinitelen ullsi ilisi geschlossenen Flflchcn d;irbiflft, vvif» Kugel, Ellipsoid, kör- 
perlicher Ring u. s. w., welche einzeln einen Ciimplev für sich bilden, be- 
stehend bloss aus einer Fläche nebst zwei Kurperräuraon, wird durch dieSin- 
gulariiai seines Begrenzungsverhillnisses spilw eine besondere Betraclitang 
yenmiassen. FMeben kAnnen fenier biooa Fonklo ab Orensan basttsan, wie 
s» B. eine mit einer beliobigott Znbi auf ibrar Obarfliebe beindlicbar affoctirar 
Punkte versebene sphilroidtäche Fliehe; oder von einer Linie allein begremt 
sein, wie dir Flache einer Ellipse, ihren Umfong ohne elTectiven Punkt vor- 
nnsn^e<«et7.t; oder endlich von Linien und Punkten sogleich, wie die Seilenfli« 
chen jedes Polyeders. 

Wir zählen als Einen Coustituenten iu dieser .Curie jede Fläche, iu welcher 
man von einem beliebigen Punkte nicb allen übrigen POnklao Linien in dar 
Flftcbe sieben k«in, oboo eine Orense der FtScbe ra ftbersehreiten. Ihre 
Goftaltnng bietet groese Hannigfaltigkeiten und Complicationen dar, wie wel- 
lorkiH bei der Cyklose erhellen wird. Die Grenzen einer Flüche können 
aowobi einfach als beliebig vielfach sein, und «Is nulUach ist die Grense in 

2 
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i9M erwihntMi Falte «rnw «Ibcilig f meblowanra FlHehe n betraeht«!. 
EinAicb ist He Grame bd d«r Fllebe eines P^lygoBB, «o b«gr«MMiMl« Uiiieit 

und Punkte eine zusammenhängende und geschlossene Reihe von Glicdno 
bilden. Doppelt ist dii- Grenze einer riiigfürmigen zwischen zwei coDcentri- 
schrn Kreisen enthaltenen Fläche und ebenso einer cylindrischeu, röhren- 
oder schlaucbrörmigen Fläche, die an jedem der beiden Canal-Enden von 
cykliichen Linien begraott Isl« wie in Fig. 1 ud 2. 

Wir beMicbnen die Zebl der Fliehen oder den Nnmeras der Coutitaenten 
der drilteo Onrie mit ^ welcbee wie « und A Noll oder jede eodllebe poiitive 
gense 2ibl bedeuten bann. 

6. 

Vitri« Cwi«: Itane. 

Die liörperlichen Räume, welche durch die Complexe von einander 
trennt werden, bilden die ConslitiHnilen dreier Dimoiisionen und zählen in 
der virrtrn Curie. Der ganze uiihegrenile R:ium zerfällt im Allgemeinen 
darch die gegebenen Compiexe la getrennte Theile, nämlich in abgegrensle 
kflrperiidie Rinine oder ConiparliaMale nnd einen ausgescblomenefi, nach 
allen Seiion bin bi onbegrenalo Feme eicb erstreekenden, die Conplezo um- 
gebenden Raoa, wdcbon lelaleTen wir mil dem scbon bei anderer Gelegen- 
heit*) gebrnurhten Namen Amplerum bezeichnen werden. In besonderen, 
nicht seltenen Füllen aber kann eine solche Trennung oder Theilung ausbleiben, 
nämlich einmal oilenbur, wenn die Zahl der Complexe Null ist, und sodann, 
wenn entweder die gegel)enen Complexe keine Flächen enlballen d. i. wenn 
0 = 0^ oder wenn die la ihnen ondmltenai Flleb«n kehien endHeben kOrper- 
Ueben Rann abecUiessett, wie n. B. der Fall eeln wUrde, wenn man an einem 
Polyider, nnbeecbadet seiner Kanten nnd Ecken, eine oder einige Seilenflleken 
Unwogntthme, d. Ii. aufhören Hesse, efTectiv zu sein. Der ganze amplexe 
Rann bildet in solchen Fallen einen oinrigrn Consliliieiiten der vierten Curie, 
wihrend gegentheiligen Falls ausser dem Amplexum noch so viele Raum- 

I) Vorstudien zur Topologfe, in daa GOltiagar Studien 1647. l.AIrthdhmg anlh. 
und nalorw. Abb. S. 863. 
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(heile zählen , nls abgeschlossene und g:egen80tti( btgMBlt« CooipaiilnMltd w 
oder zwischen den Complexen enthalten sind. 

Die Gestaltung der körperlichen Räume kann ebenso mannigfaltig and 
complicirl sein, wie die der Flächen. Die von den Gliedern der drei ersten 
Curien gebildeten Grenzen derselben können, wie die Flächengrenzen, einfach 
oder mebrlich Min, oinfacb s.B. bei etnem gewtfbiiUcheii Polyider/Belirfaeh 
bei dem von beliebig vielen auseer eteander befiodlicben Kvgd« aiUfeediloneneB 
und von dner grösseren Kugel eingeschlossenen Raum und eben so bei dem 
mehrere ausser einander befindliche Complexe umgebenden Ainplexum. Null» 
fach ist die Grenze lediglich in dem Falle der Abwesenheit aller Complexe. 

Wir betrachten alle Theile des gesammlen Kaiimes durchweg als in der 
vierten Curie effectiv, so dass die Summe aller Constituenteii dieser Curie den 
gesammlen Raum ohne Auslassungen oder Lücken darstellen. Als £inem Raum 
MgebOrig betrachleo wir die Gennmlbeil eller Raiunaleniente, wekbe «nlor 
rieb so sosaninienblngen, dass man von einen deraelbea auf irgend weleben 
in Innern den Rabmes mOglicben Wegen, ohne Uebencbreitung einer Gren»^ 
an jedem andern gelangen kann. 

Die Zahl der Räume oder den Numerus der vierten Curie bezeichnen 
wir mil rf. wo d ullo gnnzen positiven Znhien von 1 un bedeuten kann. 

Die Ziihl litT als zugleich besirlu nd tif^^ebtncn , iinlcr einander durch 

Constituenlea der drei ersten Curien nicht zusammenhängenden Complexe be- 

neiebnen wir dnrd wdebee Null oder Jede endlicho poiitlve ganie Zahl 

bedeuten bann. 

« 

6. 

VoD drr i)egreniun([. 

Aus don über die Coroplexo und die ('oiistituenteo gouiachlen Feslstel- 
iungen ist crsichliicb, dass die (Begrenzung irgend eines Cuostituenlen nicht 
Uon von den Gontfilnenlen der nicbal niedrigeren Carlen, aoodem ancb von 
denen aller niedfigefen Curien bewirid werden bann. Conelllnanlen von gM» 
«her Cnrie aber bOnnen 4M dnander grenaen, d. i. benachbart oder ooalf^e»! 

2* 
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sein , indem sie durch begrenzende Glieder niedrigerer Curien vuu einander 
geschieden werden, woraus sich sofort ergibt, dass die Conligati nur zwischen 
gleiehartfgan ^kmstituMlea der swdlen, drUten nid vierteil Curie, als lebeo 
welchen niedrigere Cnrien beeteben, nicht aber swieehen CensUlnenlen der 

wsten Curie, d. i. zwischen elTectiTeB Pankteo bestellen knnn. Eine durch 
beliebige Durchmesser in vier Secloren getheiite Krcisllüche bietet Cun- 
tigenz zwischen je zweien dieser vier Theile dur . vier l'oare neben einander 
liegender Sectoren besitzen eine aus einen) Krcisradius und seinen beiden 
Endpunlilen bestehende gemeinscbafliicbe Grenze, zwei Paare eioaader gegen> 
llberliegender Seeloren beaftsen ebie nur ans etoea Pnnkle, den KreiBmillel- 
]Ninkte| bestehende ffemeinsame Greaae. Aach awrisehea swei oder nebrerea ^ 
Theilen derselben Linie, derselben Fltlche oder desselben Körpernunns kana 
Conligenz Statt fintion. Eine mit einem effecliven Piiiikl(> versehono Ringlinie 
hat an dieseui l^iiiikLe Conligenz zwischen ihren beidm E vtreniilülen oder Enden. 

Bezeiciuieii wir die Constiluenteu nach ihren Curien symbolisch durch 
die ZilFerD l, 2, 3, 4, wo 1 die Pnolite, 2 die Linien u. s. f. bedeutet, so 
stellen sieb filr die Conttgens die drei mOglidien Fllle in den Sysbolea 

[M], [8,3], 

dar. Aehnliche Symbole dienen die Begrenzung zu bezeichnen, wobei wir 
das begrenste Elenenl voranstellen und ünn die begrenzenden nachfolgen lassen: 

[•20J L'^OOJ [4000] 
[21] [3Ü1] [4001] 
[320] [4020] 
[321] [4021] 
[4300(1 
[4301] 
[4320] 
[4321] 

Von den drei nulUachon Begrenzungen [20], [300J, [4000] bedeutet die 
enrte jede in lieh inriektanfoiide Genre oder RlngUnie ofaae eieeUve Fnakte» 
die Bweita Jede randam faseblossene FMehe ohne elbative Linien oder Pttaiite, 
und die lelile den gansen nabegreastea Rann, wo die Zahl p der Compleze 
NaU isL 
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7. 

Von 4cr CjUon uod 4tr Oidjfa« 

ünler den Consliluenlen der einzelnen Curien gibt es verschiedene Artfn 
oder Kategorien, deren Ifnlerscheidiin? lediglich von Inpologischen FLigenschnf- 
ten, d. i. solchen oblüingt, die sich iiirhl nuf die yuanliliil und das Maass der 
Ausdehnung, soodern uuf den Modus der Aoordnung and Lage beziehen. Die 
HodalilM dm Znmm*tkmai» d«r Theils innerbalb Jede« drariiiMi Gonati- 
taeoten M ei, welche die menebr Is Betrackt kommenden Unlendilede bedingt. 

K«iferiiche Rinme nndFIleben kOnnen m (Mtoltet »ebi, den ile gMeb- 
nm wie mil DircbgiUigen oder DnrohMteberangen Yeneben enehdne«. Anch 

Jede in sich ziirfldlkebrende Ringlinie bietet einen solchen Darchgang dar. 

Denken wir uns ziir Vorbereitung fiir die genauere Untersuchung dieser 
Gestaltungsweisen eine einfache unverknott te und unverschlungene. Hing- 
linie und nehoieo an, dass sie sieb ohne die geschlossene Ringform zu ver- 
lieren in Foni nod Lage bcHeUf aber stetig ao verludere, das» ibre späteren 
Oeilalteii denen , die sie frflber bee aaao n, nbrgend begegnen, nnd damit ende, 
data nnter alaligar Veritlirinng ibrea Umbnp bia so NnU, ibre Figur In einem 
(niebt affectiven) Punkte verschwinde, so beschreibt die cyklische Linie bei 
dieser stetigen Formänderung eine Fläche im Kaum, die von der Ringlinie in 
ihrer anfänglichen Gestalt vollständig und einfach begrenzt wird. Der ilSussm- 
menliaug ihrer Theile, sie mochte in Folge ihrer Entslebuogsweise eben oder 
irgend wie nnd mannl|^lwb gekrtamt aneUen, tot ao elirfbeb , wto der einer 
Kreiallabe, obnn Darebglnge oder LOebar, Toilatündlg von einem cykliscben 
Rand begrenii^ der, wenn man von einem Orlo euf einer ibrer bdden S oH e n 
nach dem ihm antipodisch gegenüberliegenden Orte der andern Seite, ohne die 
Fliiche zu durchbohren, gelangen will, nolhvvendig irgendwo überschritten wer- 
den muss, so düss der Rand zugleich die alleinige Scheidelinie ist zwischen 
den zwei vollständig von einander getrennten (gleich grossen) Arealgebieten 
ibrer iwei Seilen i). Für alcb aUein sebUeaat aio bohien KOrparraam ein, 



I) Bi m« alebt «barUHig ersobaiaen, aebea bei diaaar Gakgaohait dafaaT aut- 
■lerkaam sa aiaehaa, dam ebie veo aiaer eyhllaabeo nnverkaelelea Carre vell- 
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sondern kann dies nur in Verbindung mit anderen Flächen. Eine solche cy- 
kliscb begrenste einfach saMmmenbängende Flache werden wir suweilen der 
Kuno w«ff«i lMmd4kleht od«r IHai^m^ dMjenigei Cyclin Mmwn, d«r 
Ihm Rud danlelll. Es ist klar, daat es üMiUig viel» ZwereUllclieB dea- 
selben Cyklna geben wird, »d daaa zwei solcher Flächen von der Art, daaa 
sie sich ausser an ihrem gemeinsurrien Runde nirgend sonstwo begegnen oder 
durchschneiden, einen körperlichen Raum einschiiessen , dessen vollständige 
Begrenzung von beiden Flächen und ihrem gcmeinschafllichen cyiilischen 
Rand gebildet wird, wovon die Balbkugel, sowie jeder der drei Rftume, welche 
dnrch cwei einander aehoeidende splilraidiaelie Pitdien von dnander goeon- 
dert werden, einAtob» Bdapiele darMeien. 

a 

Znr einfachen Hingliuie g (Fig. 5) gehöre die ZwercbflAche G dnnn 
liehe man derch efaien tnnorhnih Q Uegenden Ftankt k eine twdie Kiugliiiie 
$* ao daaa aie die Plitohe Q in dieaem Pookle dnrehaebneidet ond aonst keinen 
Pnnkt mil ihr gooMin kabe^ so grelbn die Cyklen f nnd ^ kettenartig inein- 
ander. Eine Zwercbflächc G' der Ringlinie g' wird ebenso von g nur in einem 
einzigen Punkte gelrolTcn und durclischnillen. Die Grenze g' der Flüche G' 
erstreckt sich vom Piinkle h iius luuli entjjegengeselzlen Seilen von G, und 
ebenso erstreckt sich die Grenze g der Fläche G vom Punkte k' aus nach 
enigegengeselslen Seilen von (T. Die beMen Diaphragmen O «nd €t wnmm 
sieb alao in einer etoficben onverknotelen Corvo aebneiden, deren Bndponkte 
h foA h* aind. Von den Rhuglinlen g ond §' engen wir, aie seien aw/iwih 
terketiet. 

Fassen wir ohne Berücksirhligunr» der Zwerrhflüchen G und G' bloss 
die beiden Cyklen g und g' ins Auge, so geht olTenbar von jeder beider 
Curven nur ein einziger Traclus durch den von der andern gebildeten Hiug. 
Wir nennen die Verfcettnng einfbch, so lange dien Kennseldien Sinti Bndel, 



alladig begrenzte Fliclie ganz andere Eigens4:barten habee kann, als die eben 
«agefMrlaai Hg. 3 iiad 4 slellaa loldM Beisels dnr. 
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di(> Curven mögen übrigens irgend wie verschlungen oder serknolet sein, 
wie beispielsweise Fig. 6 veranscbaultcbt. In jedem andern Falle «weier in 
dumlw f reif(MMUr Oyklen ist die Verkettug mthrftwli 

9. 

Es sei nun allgemein K ein beliebiger Constitaenl, L die Gesammtheit 
der seine Grenze bildenden Constituenlen niedrigerer Cnrion, M der gesammte 
übrige körperliche Raiiiii. Lassen sich nun twei einfücli verkettete die Grenze 
L nirgend durchschneidende Cyklen k und m so ziehen, dass k ganz in 
K, m gan io Jf liegt, so omneii wir diete Eigeasoheft tod JT eine Cyklote, 
den Cooaliloeiiten K wtVuk «fUMÜidL In gegentlielligm PMle, wo K Mn» 
OyUoie besitzt, nennen wir ihii 4MfiUeNifoQi. 

Da im Falle der Cyklose in ganz ausserhalb K liegt und aliaTbeile von 
K einen stetigen Zusammenhang untereinander besitzen, und m, weil im übri- 
gen Raum M liegend und mit It einfach verkettet, muss einfach cykliseh, d. i. 
unverscfaluBgen und unverkettel gezogen werden kduueo, so muss es im AU- 
geoMiMii ndflidi miii, nlllebl eine« Diaphragmu von m den cyUodiiehen 
CSonatttnenlett K elnaal nnd swir so u dorelueluieidMi, deae der als addi- 
tioneller Thefl L der Grenze L zu betrachtende Darcbeehnitt, dessen Cnrio 
um 1 niedri>^rr ist als die von K, selbst acyklodisch ist. Nur wenn L — 0 
Ist und also K eine der Besirenzungsfortnen [4000]. [300], [20] darbietet, 
kann ein singuiflrer Fall eialrelen, io welcbem dies wenigstena unmittelbar 



1) Oaa KrÜarlnai der elafiMiieii Terkellimg awfMhen iwei irgend wie gcttaUslee 
CyUee llMl alch UMh den in den „Vorstndien tur Topologial'' gegabeeaa Be> 

Ifachlungsweiscn 'laliin aussprechen, dass rfic beiden Cyklen — wenn erfor- 
darlicb — so transforniirl werden künnnn, dass sie in ihrer ProjecUua eine 
sweiaeilige Partelle (Oese) dantallen , mit gleiekwandlieben Beken veraebaa, 
mlltalit derea sie an du Amplexvai grenzt, jede Seite donetben je «inem Cy- 
ktus angehOrig. Diese Oese würde im PhIIo der Figuren 5. nnd 0. das Symbol 
d* eriialten. Bei zwei einfachen fiiifacb verketteten Cyklen gibt die Transfer- 
ourtiea and FniieelloB vier selchar iwaiieiligar Parsellea, dwan elae das Aa- 
pienai Ist, »1 deai Syiabel S(d*4.1*). 
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nicht iijoglich ist Dieser parliculäre Fall ist lediglich aa die Begreaaungsfonu 
[300J geknüpft uad wir werden ilm Torliofig fcii so einer weiter noten vor- 
•uoehmenden besenderen Dieeaesien bei Seile selten. Die swel übrifen Pille 
degegen InaMn sieh aofDrI erledigen. Der Fall des Begpnsongilypns [4000) 
ninlicb, wo p =. 0, kann überall keine Cyklose darbieten, weil ausser K 
kein L und kein M und surnil kein m oxistirl; der Fall [20] endlich enspricht 
einer cyklischen Curve ohne effectiveu Tunkt, bei welcher wir durch den 
Schnitt millelsl der Zwerchfläche von m nur einen Punkt erhallen werden, 
der wie eile Pnnltte^ nad somil die ConsUleenten der erstoe Carie durchweg^ 
effenber ecyklodisch isL 

Diese Darchschaeiduag suwie den dadiircb ersengteii Darrbscboitt L' 
beseiebneo wir dorcii den Ansdrocii Dialgte. 

10. 

Wir unterwerlen den mit der neuen Greuxe L -\- L versehenen Con- 
Btiteenlen Kj den wir, aoforn die Dislyte h' wie die vorige Orewe X eis 
dbcÜT betraohtet wird, dorsb K beteiehnen, von neuen derselben Fnfung, 
und falls sieb aneb JT eyklodiseb erweist, derselben Operation. Es gebt in 

diesem Falle durch die neuen verketteten die neue Grenze L L' nirgead 
durchschneidenden Cyklen k' i^inneriiHlb A") und m' finni-rhalb J/i eine neue 
üiaivse L " hervor. Durch Wiederholung dieses Verfuiirens, so lange bis 
durch die succeesiven Dialysen L , L ', L" , . . . , die letzte sei der 
Conslilneat K in seinem Zustande JITM sieb als acyklodiscb erweist, flndea 
wir dase der nntersneble Coaetiloent s Cyfclosea berilal, die- dnrsb « Dlslysea 
snccessiv annnilirt worden sind, oder dass derselbe x facii cylilodiseli isL Je- 
der M fsch cyklodische ConsUluent kann durch x Dialysen so durchschnitten 
werden, dass er niclil in gelrennlo Stücke aterfallt, sundern noch den Zusam- 
menhHtiu' bcintil, der t rfordcriich ist, ihn im Ccnsus als Einen ConsUluenlen zu 
»tkblen. Die Dialysen, ub^ciion wahrbai'le Durcliscbiiitlc, stellen gleicbwubl nur 
die Anllttsnog der Ansstonosen, die VernidilaBg nwbrfaeber Znsanunenhinge 
dar, welcbe eyklodisebe Lbien, Fllebea oder KOrperrlnme bepilseot wie wenn 
nwn einen Ring aulMbneidel, einen Scblsttcb der Lloge naeb aafiwhUlBt, n. s. w. 
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iDSofern jedem a(rjklodischen CünsUU]«ii(eu ein einfacher Zusammcubang bei- 
- gelegt werden muas, ersclieint ein ConsUluent von Einer Cylilose als zwei- 
fach ninmttMbiogend, von tw«i Cykknen als dnUndi smmnMnhflngend a. % w 

lt. 

Bei der den rtkumlicben Complexen zugedaclilen Allgetneinlieil , so wla 
der damit verbundenen Möglichkeit selbst der verwickcitsten Gesthiitungen 
leuchtet es ein, dass die in den vorigen Artikeln nur in ihren Grundzügen 
enlhailenc Operation der Dialyse und die aus ihrer Wiederholung hergelei- 
tote Ordnungszahl der OykloM dnes ConsfiliMiilaii Irgwd wMk» Onie wicJi 
■MBcber nlhsron Beleachtaac bedarf, am in aUeD FUleo eine sioher» Aa- 
wandnig tii geitattaa, was glaieh «nitaglleh idcht obna die Gerabr, den we- 
seniHchen GnindgedHnkcn , der in Art. 9 und 10 darzulegen war, zu beein- 
trocbti<ien, würde Ihunlich gewesen sein. Den cyklischcn Union A- und wi 
wird man, ohne die an sie gestellten Forderungen aussi r Acht zu lassen, 
verschiedene, ja unzählig viele Lagen erlbeilen können, und die durch sie er- 
idtlelteD Oyklosen kOnen in Temebiedener Reihenfolge oder hi veraebiedenen 
Typen auf tinander folgen. Die Corvo k kann möglieherweiae niehl andere 
ab verMhlosgen oder verknotet reallairt werden, n. dgl. n. Bs ist also er> 
forderlich, je verwickelter solche Eventualitäten sein könoen, desto sorgrältiger 
auf die wesentlichen Erfordernisse der auf die Cyklose bezüglichen lopologi- 
schen Anulyse aufnurksiun zu machen. Es scheint angemessen, zu diesem 
Behuf erst noch einiges Aligemeiuo zu erörtern und dann auf die Betrachtung 
der eimehiea Gurloo in Btaiehnng aoT die Cykloee ttbenugehea. 

Hltola naa anr Enilltehnig einer CyUoae nnd der sie nnHAsendra INatfso 
swel Cykebi und ai ansfindig gemecbl, die den an sie geetelllen Forderungen 
bis auf die der einfachen Veriwttttng genügten, so wäre es nicht nötbig sie 
als unbrouchbnr v«»llig la verwerfen , indem kleine Abänderungen sei es im 
Verfuhren, sei es an den Cykeln selbst zur Dialyse der in solchem Falle vor- 
handenen Cyklose fubreo können. Das Diaphragma von m, welches mmmebr 
▼brersl mil k mehrfach verkettel Tomosgeeetit wird, Uefart, obwohl * nMhr- 
iheb, alao hi geUennle Sineke ecbneidend, on K entwwier eioen oder nehrero 

8 
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Durchscbnilt«. im ersten Fall ist der Schnitt als Diaiyso gültig, im zweiten 
Imn IBM ytm dm MMbohra SdailtMi nicfc BciekeD riam ah MtAm 
•mriUMi; 'imbr ab ainar «trda K ia falnBiita Sttdia «anwfcaaidaii. Im 
«nian Falle wird A io JTso gasogen werden kAaBan, dass niahl «aMiMlie» 
aondern nur Ein Tractus von k durch den Ring m geht, im zweiten wird m 
gegen einen endern C\k\u^ können Tartanscht wardeni der nicht mehr als 
einen Truclus von A- umringt. 

Die nacbstebeadea Figuren 7 — 14 mögen das Gesagte in einigen Bai- 
apMaB «rilatan. Dar in da« Fiyurai idcht aalbit dargaalaUla Conalilnaiit aal 
•Hl ayklodbahar Köipar, wä baUeUg vria anf aeinar Obarflldia angaordnatao 
und diaaeUie in FlttchenstSeke sondernden bnlen (gteidiiam Nlhlen) veraehen. 
In Fig. 7, 9, 11, 13 ist ein verschlungener oder verknoteter Cyklus k mit 
dorn einfachen Cyklus m doppelt verkettet Die Zwerchdäcbe von m liefert 
in Fig. 7 und 11 Einen, in Fig. 9 und 13 dagegen zwei Durchschnitte des 
Körpers K. Der eine Darcbscbnitt in Fig. 7 und 1 i kann sofort als Dialyse 
baibahallaD^ dar andan Tanrorfan wardan. Dam gegenüber alallaii die Fk 
goren 8y 12, 14, die an den Oykahi 1 md « Twganom man an Ablnda- 
rungen dar, durch welche anilaGbe VadtellaBg zwischen ihnen hergaiUih vrird. 
In Fig. 8 ist k durch den un verschlungenen, in Fig. 12 durch den anverkno- 
teten Cyklus k', in Fig. 10 und 14 ist der zweifach verkettele Cyklaa m 
durch den einfach verketteten m' oder n " oder m ' ersetzt. 

12. 

Dkl biabarigea Balrachlungaii naigatt »war du Wag aar AnaAdurang 

der successiven Dialysen, welche den gegebenen Constituenteu zuletzt acy- 
klodisch machen und ihm nnr einfachen Zusammenhang ertheilen, und deren 
Anzahl den Werth von x bestimmen soll. £s bleibt hierbei jedoch noch frag- 
lich, ob X in jedem concreten Falle einen bestimmten von der Wahl und der 
Ordanng dar aaf einander folgenden Dialysen unabhängigen Warth b a ilti at. 
Baliachlaii wir daa ki Fig. 15 daigaalallta Balapiai atua irabrllwb eyktodisebaa 
Kflfpara, and wihlan aar aiaten Didyaa aar akw dar aacba (doreb Doppd- 
alricbe kamuliek genmebten) SMIea 1, 2, 3, 4^ 6, ao wOrdan rieb, wani 
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OHO sich lediilidi aiir diese seels SteUen betab der OarebiehaeMug be* 
■ehrädtl», in jeden der geebi Falle die iweeeilTeii Dnreheeluieidiiiigeii anf 
120 TeneUedene Arten ausfUbren lassen, welche dorch sümmilirhe Permala- 
lionen der sechs Ziffern von 1 l»is 6 dargestellt würden. Aber in den meisten 
aller 720 Fälle wurde sich der Körper schon nach dor dnüen Durhschnei- 
dung als einfach zusamoienhängcnd hcrausstelien, und in einigen Fällen würde 
der drille Sekaitt den K^trper schon in swei TheOe aerlegen, eine dMS er 
Mm sweRen sdraii aeyUodiseli feworden wb». In keinen Pelle gesWIet 
der Körper nehr eb 8 Dietysm. Baden wir also ens den Ziffern 1 Ms 6 
die Combinationen zu drei nebst Ihren Permutationen , so müssen diese SynH 
hole sAmmlliche Vorschriften xor Zurückfübrung des Körpers »nf seinen acy- 
klodischen Zustand enthalten. Da unter diesen 120 Syinbulen «her sowohl 
die Combinationen 136, 145, 235, 246 als ihre PermulaÜouea, deren Zahl 
sieb anf 24 beUinft, ans den eben erwibnten Grande als ananwendbar ver^ 
worÜM werden niesen, so folgt, dass sieb der KOr|ier anf 96 ▼ersebiedene 
Verbbrnngsweisen dnrdi drei sneoeesive Dialysen acyklodiseb BMeben lasse, 
md dess sich also für denselben jedesmal x -= 3 herausstellt. 

Es kann dargethnn werden , dass die Ordnungszahl x der Cyklose all- 
gemein bei ir>^end welchem gegebenen Constituonten von der Wahl und der 
Reihenfolge der Dialysen unabhängig und lediglich von der lopologischen 
BeoebnlbnbeR deaselbmi ebhingif U. 

13. 

Von d«m Diigrimtn. 

Wir nehmen an, es sei ein beliebiger Cunälituent K gegeben, L sei 
seine Geaammlgrenze, welche, wie Art. 6 erörtert worden, im Allgemeinen 
ans ConstHnenlMi niedrigerer Cnrlen beslebi Krtbettes wir nun der Grsnaa 
L sn eilen ibren TbeOen efaie sielige Venndernag la der Weise, dsns die- 
selbe bn AllgesBelnen obne Verletomg der Ar> anfltofl^ aukonmenden 
sammenhänge dnrob vnendliob kleine , gleiche oder ungleiche Schritte immer 
tiefer ins Innere von K rücke, so lange bis durch diese Art von Verschmi- 
ierung, Verdünnung oder Zosemnenschnfirang K auf einen Complex blosa 

8» 
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VM LlniM md PUiktea radMÜt tat, so geht ans K im AUgemeineii ein 

Cotnplex hprvnr, wolclier nur aus Constituenten der beiden ersten Corien be- 
sIeLl, und welcher gleichsam als das lineare Skelett des gegebenen Constl- 
luenlen bptrnrhiel werden kann. Die durch solche Transrormation der Grenze 
L hervorgehende Linear -Coniplexiou nennen wir das cyklotnatUche Diagrimm 
od«r IHag ro m m kiiniv«f ▼on K, 

Es BM^ olclit ttbwflflMig sdn, UerlMi m boMfktn, diM di«M R«da- 
diOD «Ihm Körpers oder einer FMcbe oder einer Linie mf ihr Diagrsrnn »wer 
als eine Conlraction, wie sie bei Anwendung von äusseren Dradtkrifken oder 
durch Temperalurerniedriirnnf» bei physischen K«ir[iern eintritt, imffesehen wer- 
den darf, dass nber bei dem hier vorausgeäei/.ien Vorgange nur acyklodische 
ConsUluenleii sich bis zu einem Panlde contrahiren, während solche, die mit 
CyUosen befabt a&id, den oyiilodlschen Charakter anoh noeh in ihrom Dia^ 
granini beliailan. Daa Diagrauni Jeder von Pnnliten begreniten Lbiie ist e&i 
Pnnkt, in welchem sich bei steliger gegenseitiger Annäherong der ins Innern 
der Linie ruckenden Endpunkte, die beiden Grenzen begegnen, wobei es 
gleichtruhifj ist. welchen Binneopunkt der Linie man als ihr Diaaramm be- 
trachten will. Das Diagramm jeder acyklodischen Fitkche, z. B. eines belie- 
bigen Polygons, ist gieicbfalls ein Punkt, der beliebig auF der Fläche ange- 
nommen worden darf, and ebenso ist das Diagramm omfs acyklodisehon KOiw 
pen, I. B. eines beliebigen PotyAdera, ein in bnem des Körpers gdegener 
Punkt. Eine lUngDüche aber oder ein körporllober Ring besitzen ein cykli- 
sches Diagramm, welches innerhalb der Lineargronzon oder im Innern des Korpers 
verläuft, \v;ilirciul hier eine der Coniracliun, wie sie bei physischen Vorfrrinei'n 
Statt iiüdel, ähnliche Veränderung in letzter Instanz die Fliiche oder den hür- 
per auf einen Punkt reducireo würde, indem die Grenze derselben zum Theil 
naeb bnen, anm Tbail naeh Aussen rOekon md dio lUhgölkmng Tencbwlnden 
massier 

Das Bisherige mag noch an einem besonderen Falle beispielsweise er- 
läutert werden. In einer polygonal oder cyklisch begrenzten Kbeno denke 
man sich, Fig. 17, die vier Durchlöcherungen oder OcOhungea 1 , 2, 3, 4 
angebracht, deren Grenzen sowie die cykliscbe Aussengrenze der Fliehe durch 
stärkere Linien kennilich gemsdit sind. Im Baume gehören die Oeffnuugen 
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dem gsDzeo uiDgebeiidett Räume, oder sofern diese Fl&cbe sammt ihren liint 
Gnum im gninnn gogebeoM Complcoc aiWMefcM, iltni anpleiM Rmm 
•a. In d«r Zdduniiig oder der Danl«lliing mf einw BbeM erschciiira dl« 
vier Oefiiiuif en ds (nicht ' effecUre) «od von den «ngelwiidea («bMifidlg 
oicht eliectiven) amplexen Flachenraum 5 gesondert. In dieser polycyklodt- 
sehen Fläche lassen sich nun 15 verschiedene Arten ryklischer Linien ziehen, 
welche eine oder mehrere oder alle OolTnungen tuiisclilicsscn, oder was hier- 
mit gleicbb«deulend ist, weiche unter den 5 nicht zur t'ldctie gehörigen Fei* 
dam 1,2, 3, 4, 5 in T«nchied«ior WelM Scheidmim T«naitoltM. Jed» 
Art «mibBst JMUrikh «Ine «nondliehe Nmfe voa Oyklen, wddw ■II» ktakfel- 
Jkk im dnreh ai« vwnntaltetoii Soheidungm ai( abmdw ■berefai hooMMa. 
In der Figur ist jede Art durch eineo Cykliw reprfisentirl nnd in der nach- 
stehenden Uebersicht sind die verscbiodenon Arten, unter Beifügung der 
Buchstaben, die sie in der Figur kenntlich machen, symbolisch dadurch bezeich- 
net, dass die geschiedenen Gruppen durcli einen Puulil von einander getrennt sind. 



a 1.2345 


/ 12.345 


b 2.3451 


9 23.451 


c 8.4512 


k 84.512 


ä 45128 


i 45.123 


e 5.1284 


* 51.?34 




/ 52.341 




r» 13.452 




H 24.513 




0 85.124 




p 41.235 



Alle diese Cyketo liiid !■ dem Dtagnnm Flg. 18 dudi denen Uneeiw 

theile vertreten, welche die Ebene der Zeichnung ebenio wie die eyklodiache 
FUcbe Belbal in fanf Felder 1, 2, 3, 4, 5 xerlegen. 

14. 

Sind wlhrand der BUdnng des lMa|fMiM einer meto oder einee 
KAipen bereft» einig» TleHe Ifaeer geworden, «dcte iwnr einereeil» vU 
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4m ilbr^c«« BaflltuulliMilea dMsdban las i a meBtiBf— , miflnndto «bar alt 
frain Badpuklen wunthm mai, via in f%. 16 der TML Aß, w» mm 
das DiagraiDin als in furlwährender Bilduog begrüTen angesahaa werden, inden 

durch ferneres Einwärtsrücken des Treten Endpunktes D bis zum Insertiods» 
punkte A der oppendiculüre Tlieil A D sich ituf den Punkt A zusammengezo- 
gen und io den übrigen tieätimdlheileu des Oiagrumais uufgegaii^en d. ti. 
Tandnraadan iaL Bai dar ZiirttokAlbraDg alao van Karpara nit aiMiiidifii- 
ehflo Varswaffnegeii aof ibr Diagraflua gelangt nan doreb «fie bierflir erfer> 
darUcba Varaagnikg oder ftelraction ihrer Grenae aoT iiaaare BettandlheUa, 
welche selbst dem vollendeten Diagramm angehören werden oder nicht, je 
nflchdeni die Bestandtheile des Körpers, aus dem sie hervorgingen, mit ein- 
(inder anuätomosirten oder Treic Aeste und Zweige bildcleu. Um ein concreles 
Beispiel zu benutzen, so gebt aus einem Korper von der Gestaltung des 
BhitgeftMayalaaa dar WkbaUbiaro einaeUiaaalieb dar OapiUaron, wio das 
Hanens aiao eonqdiehrto Unaarooaiplaxloii ds Diagramm hervor, ia «reichem 
Jade Arterie, jede Vene, jede Capillara durch einen linearen Bestandtheil ver^ 
treten ist. Im Diagramm eines Körpers von der Gestaltung des Nervensy- 
stems einschliesslich des Gehirns und Rückenmarks erscheinen nur die den 
anastomosirenden Nerven (Plexus ^ Ganglien) eulsprechenden Repräseutunton. 
üas Diagramm der Gestalt eines Baumes oder des menschlichen Körpers da- 
gegen wttrda idebia weiter ab ein Pookt sein. 

Diese Bemarinugen, welche ftberflassig seheineii kttanlan, sind gleieb- 
wabl insofern aiobt ohne Belang, als wir bei den Operationen mit dem Dia- 
gramm behufs der lopologischen auf die Cykloso bezüglichen Analyse die bei 
seiner Bildung jioslulirte Retraclion der Grenze des gegebenen Ckjiisliluenten 
auch während der am Diagramm vorzunehmenden Durcbscbneidung als fort- 
bestehend voraussetzen, so dasa oflfoabar darch jeden queren Ourchschaitt 
eines Uaaartboüs awei nlcbt mehr anastomodrende Zweige oder Appendtttai 
ODisleban, dnrch daran waitera Relraelion abi bestimmter Lineartbeil des Dia- 
gramms varaehwiadan oder anagescbiedea werden mnss. 

15. 

Wenn nun nach dem Bisherigen einleuchtet, dass das Diagramm eines 
eeyUodischeo Cooalitttenteo im AUgemeinea ein Bnokl ist, so darf doch der 



n 

der auch hier sich darbietend« singuläre Fall , auf welcheo bereits in Art. 9 
«rfInMfcsHa ffMMhl w«nlMi, aidit all SHHiebwaigmi •bergangen wwdaa. 
Dm DiagniMi einer aHMÜIg gMcUoaMoea, i. Bl einer epUroidtoelieii FUdhe 
okM effeetlYe aef ihr gelegene Linien oder Punkte würde luAchst nicht von 
der FiSche selbst Tersebieden sein, also keine Linearcomplexion bilden kön- 
nen! Wir orfheilen in diesem Falle der einer Grenze ermangelnden Flache 
die möglichst einTaclie Gren/.e. indem wir als eine solche einen beliebigen 
auf ihr gelegenen Punkt anuelinien. Diese virtnelle, mit dem Auadrack Trema 
an beadchnende Grenae genagt» die aar Bildang den DingraanM erCDrderBebe 
RelnoUbiliitt ia Wlrkaaaikett an aelaen. Dm herrorgeliende Diagraaui wird 
ahdaan eitenM wohl, wie bei jeder anderen mit effectiven Grenzen Teree- 
henen acyklodischon Fläche ein Punkt oder irgend ein linearer Ck>mplex. 

Der analoge Fall eines Körpers , der zwischen zwei in einander ge- 
schachtelten Gfünzflacben enthalten ist, wie der Raum zwischen zwei Polye- 
dern, von denen ohne gegenseitige Berührung der eine sich ganz im Innern 
des aadera beOndet, oder einer dnreb awei eoDoealrieehe KageUloban bo- 
grawtea KngelidMle, wiewoU derMlbe dnreh dio weiterim an «rOrlenido 
Analhese seine Beseiügasg finden wird, kann unter dem eben bespro«beoen 
Gesichtspunkt betrachtet werden. Auch für ihn gilt nur der Punkt als Diagramm, 
insorern sich durch die Retraction der Grenzen ziiniichst eine allseitig geschlos- 
aene Flttcbe ergibt, welche in dem Yorerwfthulen Alodus in einen Punkt äbergehL 

Eine aadere aber gewissermassen analoge Partlcnlaritat hinsichtUch des 
Diagramms hielfl der einen oder mehrere Complexe umgebende unbegrenzte 
Raum dar. Das Besondere liei^t, was schon in Art. 1 hervorgehoben worden, 
in dem lediglich dem Amplexuiu eigentbümliciien Mangel der äusseren be- 
greasung. So vid ist evident, dHs in FUle p— 0 der ganae anendüdio 
EUain ebenso eiafseben ZomaiaMnbang bat and ebenso acyUodisob Ist, sb 
der "Ton einen PotyCder oder einer Kugel eingeiebloisene Rann, und das» 
wir Cur Um mit gleichem Fug, wie in letzterem Falle, den Ponkt als Dingramm 
aaaehnen, welchea man als aas dar Belnction einer den nnbegrenzteo Raam 
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beixulegeoden virtuellen oMadlicb grossen sphärischen Grame hervorgehend 
MMhm kMD. In Fall« dm p»! od«r >1 dngegmi, wo vAr, wena p>t 
dnrdi p' die Zald der aaner etaander geiegeaea (eecloriven) Conptaxe be- 
leiekaeBi besitzt der amplexe Raum eine oder mehrere etaseMge Inaere 

Greneen, welcliP, indem wir sie zugleich mit der nnderseitig^en äusseren vir- 
tuellen Grenze der RelracUuii uiilerwerren, zunächst eine den oder die Cotn- 
plexe umschliessende sphäroidische Flüche mit p' — 1 Scheidewänden und 
p' Rautncompartimenleo erzeugt, deren jedes einen Complex oder einen Sats 
taebMndergekapselter Conplexe eiilbilt, oder aber (wai lopologisch bieriait 
gteiehbedaatend M) p' ipüroidisehe Hollea eatsleben llaat, denn jede eiaea 
der p' sedaaivea Complexe imdiliesst und wetebe dorcb j»' — I Koeare 
Verbindungen unter einander zusammenhängen. 

Die durch SchoiHt'wande aneinandergrcnzonden Compnrlimente oder die 
durch Linien unter eiunuder verbundenen Hullen aber werden je nach dem 
eyklodischen Zustande der Gesummtgrenze jedes der p' Complexe mit liuearen 
Dorebgüngea Terseb«! setair wekbe in der Wand der eiahttllendeo Flliehe 
eadigen, and aar wo die GenumalgreDse dea «iBgeballtea Complexes aeyUo- 
dbeh isl, bietet der hier betrachtete vorlanfige Zaalaad des eutsteheadea Dia- 
gramms solche Durchgänge nicht dar. Laasen wir nun in der Tür die FlUe 
des vorigen Art. erörterten Weise die Fi^chentheile des Diagramms in lineare 
Ubergehen und der weiteren Relraclion unterworfen bleiben, so fjeht nunmehr 
auch hier als Diagramm fiir den amplexen Kaum im Allgemeinen eine Lineiir- 
Complezion benror. Ist p = i and der Tolaiinball des Coatpiezes acyklodiscti, 
so ist das OfaiigraiDB eia Pankt, das Amplexum also ebenfaJIs aeyklodiseh. 
Bialat der Coaipiez Durchgänge dar, so bewahrt die Conligandion des Dia- 
gramms den cyklomatischen Chorukter des Amplexunis, der ibai dnrcb den 
cykiomatischen Charakter des Complexes, gleichsam wie einer Matrix dtttcb 
die PatriZ; verliehen wird, in seinen unter einander cyklodisch zusammen- 
hängenden linearen Bestandtheileo. Im Falle z. B. eines körperlichen Rin- 
ges, Fig. 19, oder eines rtaglbnllcb gesbdleleo polyMrfscben Körpers, Fig. 20, 
ist das Diagranni des amplexen Ranaies eine enilbcbe RuigUnie, wetebe' wie 
das Amplexum selbst, eine DiaNse gestattet, nimUcb dareb den Scbnitt nlt- 
telst eines die Ringttffnuag scbliessenden Otapbragmas. 
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Wind dto ta bddm Ffgnm 19 imd 20 daifailflttn Conplflxa m- 
glaidi gsfebm, wo tko p «■ 2, •» «ribMl« mn Dir da* Diagnan de« m- 
plaiiiM ÜMiiiifS die aus beiden Cykeln and einer etwa swischen den Punkten 
r und « gezogenen Verbindungslinie besiehende LinearcoiB|llflilloOy und daa 
Amplexam würde sieb als sweifacb cyklodiscb darsleUeo. 

17. 

Bm der Darstellung der im Räume enthaltenen diagrammalischon Linear- 
eouplexionen auf einer Ebene, wie dies in den Figuren behufs (Jntorsditzung 
der Raumvorstellungen erforderlich isl, werden wir die scheinbaren Durcb- 
schniUspunkte, wo nttmlich im Diagramm selbst eine Linie im Räume die an- 
dara fdna aia au sehnaidan Ubarkraut, ab aofanamita tMerkreiuungtjniM» 
dadiirdi von den wirUielMD Verainiguiga- oder DarduehBittapimklaii tinlMt- 
•chaiden, dasa wir In der Figor den von dam Baachauer entfemtaraa dar 
beiden in Frage kommenden Lineartheile als solchen an der Ueberkreuzungs- 
stelle durch eine kleine Unterbrechung kenntlich machen, während der näher 
liegende ununterbrochen durchgezogen wird , wie wir dies auch bereits für 
analoge Faliu in den bisherigen Figuren gehalten haben. Dies Mittel scheint 
daa Voratellungcn kann in geringeran Gfad« m Hfllfa m luNMuaiy ala dia 
M (maaiiHiMiigaaalslaraii Figuren nmatlDdliebar«) Halliode di^p|ia1lar aog naban 
ainandar Tarianfandar LiiriaB, »mial, wann nan dia darebfosogana Linia !■ 
dar Nihe der Ueberkrenzung etwas stärker zeichnet, als die unterbrochiaia 
Dia Figuren 21, 22 und 23 dienen zur Erlautenintj des Gesagten. Die Fi- 
guren 21 und 23 bieten eine Ueberkrenzung, die Fig. 22 eine Durcbkreuzang 
oder einen Vereinigungspunkt von 4 Lineartbeilen dar. 

1& 

V— im tmukm» 

Ba aehaint Uar dar paaaanda Ort, befar wir an feraaran D ia cii Bi iaiaa 

1) Am volllienimensten freilich würden für den fraitlichea Zweck «lereockepiseha 
DarstellunKen dienen, dunsb weleba da« binecularen Hkk dia Anordauaf dar 
Linien im Bam» ohae laleipralatie per S|aasia Uar wflriaa. 

4 



Digitized by LiüOgle 



S6 

Aber das Mag ram md n d«swB Gebiwoh b« ESrarilldag det efkloBMli- 
tdMB RmgM « flb#rg«lim, von der Amilkitn n radan^ liira M der tofo- 
logischen AmlyM bdmfs des Cemaa rtnoiKcher Gonpleau 'idehl nnweMnl» 
licfaeo EirleichleniiigsaHtlel. Wir verstoheD daranter gewiwe Abioderungen, 

die sich in der gegenseitigen Lnge sosvohl mehrerer Complexe als der Theile 
eines und desselben Complexes vernehmen lassen, ohiio Eitiflüss auf die für 
den C«nsu8 in Betracht kommendea numerischen Bestimmungsstücke. 

lege« wir der Belrachbrag aar Brieiehlamag dar VonleUangen ein Bei- 
kel inn Grande, and swar den bereite in Figur 15 dargeilelllea Cmplex 
elaer alisett^ geieliloMenen aifcoldisebMi Fliebe Fig. 24 mit nnter eimader 
eneelomosireDden Abaweigoagen in den SteUea m, bt 4 voi eCnea frei en- 
denden Zweige in e. 

Das Diagramm des eingeschlossenen Körpers, in welchem nach Art. 14 
der Zweig bei e verschwindet, würde sich nach dem Bisherigen in der Ge- 
Mail der Rg. 36 beraofetellen. Die Uiwelilingung des Araea m doreb den 
Am «(^ io wie die voa ae dnreb 6d aber — wiewobl in anderweitigeB lopo- 
legiseben RtteksiditeB von weeenlUebeni Belaag, stad fttr die aif den Censns 
bezüglichen Fragen ohne allen Belang and können durch eine einfachere Gestal- 
tiing oiine Verschlingung erselrt werden. Durch Analhese des Körpers In 
Fig. 24 oder seines Diagramms in Fig. 25 erhalten wir demgcmass Diagramna- 
Geslallen wie in den Figg. 26, 27, 28, woraus hervorgeht, dass die Linear- 
tbeOe des Diagramn» in Weeenilicben diesdbe Anordnung und gegenseitige 
Yerbtadang darlnetea, wie die sodii Kanten eines letraOdriseben KAiperoL 
Die angeffebrten Gestaltnngen sbid flir den Censns Iqidvnlent, insofern es 
nicht aur die Grdssenverhältnisse der Bestandtbefle des Complexes, nicht auf 
die Grndualionen und Ounntü Üirer Krümranng, nicht auf ihre Stelluns; im 
Rnume, sondern nur auf die Art ihrer Verbindung und ihres Zusammenhanges 
ankommt. Die Anathese erfordert also einerseits genaue Conservirung aller 
Constitaentan und Complexe and fUr jeden Constitnentan airenge BeibobnIInng 
seines ejUomalisebtn Cbafaklon^ geatattel aber andeiarseila jede iv Verain- 
feebiuig in den Lageorerbiltaisaen erforderlidi scbeinende Ahiademng swi- 
sebao den Complexen oder Bwiscben ihreo Constituenlen. Die Verkettung 
sweier cykliacben Linien , so weeentlieb sie in Art 8 fOr die auf die Dialyse 
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fcnligfidi* BriMmt g«w«f«i war, isl, Mb 4i6 sw«i BtagÜBlM ab «wn* 
im. CnuM m watmmtttfMd» Cmtka» sdlM, nawManllidi omI wir kOasM 

doch Analbese die VerkeUnog aurheb«i ud swci getrennte cyklische Linien 
alf seclusive Cumplexe an ihre Stelle setzen, wodurch nicht nur die eioTache 
Cyklose jeder der Ringlinien, sondern auch die zweiTache Cykloso des Ain- 
plexoms viel uniDiUeibarer als im Zustand der Verkeilung erkeimbar isl. Zwei 
conoeotrifcbe Kugeln bilden >wei inolunve Complexe, wo der gesammte Raum 
in dr«i Tfecfle lecfidlt. Ow Anpl«»iD tot oaeli ArL 16 aeyklodtodi, t/bnao 
die iEnfatodwl« BwtodMB beidMi ipliriMhait FlldM», to wie «lar v<m dar 
inneren Kagel eingeschlossene Kern. Durch Anattiese slelleu wir die zwei 
kugelfömiigen Complexe in seclusiver Slellung ausser einander, und es blei- 
ben nach wie vor alle drei Räume acyklodisch. Wäre ein körperlicher Ring 
von einer Kugelfläche ülinc (.^egensoitigc Berührung umschlossen, so hätte man 
ebenfalls zwei Complexe und drei Bäume, des Amplexum acyklodisoh, der 
taimlMlb der Kngd und auiMcUU» def Ringw befiwUieha Bmm «tabeli Cf' 
klodtodi, der imarfedb des Rliifea «rihakeiM Ramn gieieUUlt einbck cyklo- 
dieek Dweh anetbeHache Tremnag dar beiden Complexe in teclaahrer 8lel- 
laag wird der in der Kagel enthaltene Ranm acyklodisch, dagegen das Am- 
plexum wie der Innenrautn des Ringes einfach cykiodisch. Das Amplexum 
hat im anathetiscben Falle hinsichtlich der Cyklose die Holle des im originrtron 
Falle ausserhalb des Ringes und innerhalb der Kugel beünd lieben Raumes 
•benKNamen, aad im efaea wto in aadarn Falle liat man aiaan aeykltKÜMbaa 
and Bwd dafacb eyklodiseba Rttnma Dia beiden Fltchen, d. b. stomlUcbe 
CSaosttlaeaAea aaaaar dar ▼ierlan Caria, babaa obaabia Ibra oeaaaellaa Bigas- 
Schäften vollkommen beibehalten. Dieeea Beispiel xeigt deutlich, dass dem 
Amplexum als solchem im Census keine ausnahmsmässigo Slellung unter den 
Consliluenleii der vierten Curie 7.ukommt, und nion köniile an der StalthHftig- 
fcett der Anathese zweifeln, wenn man die Sache so ansähe, als ob durch 
den millelsl der Anatbeaa bewirkten Cabergang vom aratea anm awaitea Falle 
das Amplaznm am ao viel bereichert worden wire* ab einer der anderea 
Rlama Iroer gawordaa, oder als ob, wiawobl sich im Badreealtal Ce«|Ma- 
•atlon herausstellte, zwei Constiluenten in consuell wesentlichen Requisiten 
wiren abier Verindemag onlerworfea wordan. Das Sacbverhallniaa ist viel- 
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melv «Hm, Au» Kagvl ind Riot den GesrnmalrMm in iM TMle acctofM, 
•bm aeykkMliMkea and s«rei eliihch e^^lodiielie, von deaen dar «nin in 

ersten Falle, einer der beiden letxteren im zweiten Falle Amplexum gewoiw 
den ist. Man könnte die Kugel anathctisch in den Innenrauro des Rin^ ver- 
setzen, und es würde nun mehr auch bei inclusiver Disposition der beiden 
Complexe einer der beiden einfach cyklodischen Haume Amplexum werden 

Die Bogeitigung dar Unwliiingungen , Varknoliiagan nd Vacküliinfm 
M den Conplazmi od«r ilrsn GonttitiuMiton «nf dm W«gn der Anrthese e^ 
wrirt fliob in eonpHditaNo RÜlen iBr die Bealimmniig der Dialjera der aolehe 
ConGgoralioaeB ooigebeadeo RHune als beeoaden fOrdertteh. 

19. 

■aMtaauiwUMa dw Dfacnww ni Hm Variiliei. 

Die In der Uneanonptexton etaiat Diagfanni ▼effkoanenden Paukte 
lind in Benekng auf die Zahl dar Linaartheile, die darok aie an elaandar 
granea, TaiaeUedener Art. Die meisten Punlite — denn sie sind in dem 
Wtguaaä Jedea cyklodiachen CoaiUliienken ia aaeadUohar Zairi vorkaadan 

1} Bei den geometriscben Untersuchungen an Flfielan and Ulfcrn, z. B. den 
Polyedern , pflegt tier ainplexe Ilaum nteisleng ausser Achl lu bleiben. Im 
Enler'schen auf die gewObnlictien Polylider bezügUchen Salze ist nur Ton 
Bokea, Kaatea «ad FlleMa die Bade, «ad die dialiriÜMhe Caaalaala t IM 
nichts weiter als der in diesem besonderen Falle stallfindunde Werlll VOa d, 
nämlich die Anzahl der beiden Räume, des im Polytfder cin;,M-srhlü<>senen und 
des Ainplexums. In Canohy's Erweiterung des Satzes auf den Kali uinus mit 
hmeren SclieidewIadeB venebenea Polyeden man das ealar den Rionen in 
dl r r.iucby'schen Zaiil P niebt mitgezählte Amplexum durch die Zahl -(- 1 
besonders in Rechnung gebracht werden. Wfibrend in solchen mehr oder weni- 
ger engen Provinzen des uas hier beschifligenden allgemeinen Theorems das 
Amplen» gleiobeaa sebMr Baitngfplilebt anlbabeB md aataM Bala anf die abM 
oder andere Weise anderweitig gedeckt ersebeiM, Baal es sich in unserem 
Falle entschieden dieser Prilrii^,'alive begeben — oder man dürfle, bildlich zu 
reden, die Truhe, in welcher mau eine Anzahl Kleinodien aulbewahrl, nicht 
nil nnter den Inveatarieastfleiien ««ftlbien. Sellwt das Altribat dar Aasdabnang 
ins Unendliche kommt dem Amplexum aar sa laag« aaaiabliassUob aa, als wir 
nur bagraaite Coaiplax« betrachlaa. 
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fiiid iar Art, itm wmiH liMwlMle an flinm tiiwmwwtoMea, gMdiirl«! ofc 
WnM iwImI« diMM Thdim, wto M j«dem ffioimifulil «iner gßn- 
4n odMT itatty knmnra Linie, 180 Gnd betrage, oder wSM. Ftaiklo von 

denen nar Eine Linie ausgeht, kommen, wie in Art. 14 erörtert worden, nur 
in den intennediftren Stadien des der Durcbscbncidung unterworfenen Dia- 
gramms als Freie Enden appendiculärer Tbeile vor, welche in Folge weiterer 
RetracUon gleichsam resorbirt werden. Der Fall von Punkten ohne linetra 
Amrntft i> iMdirtir Ftaikto Uttl MigÜck M im Oiagraiun acykloAMbsr 
Coaalllm H n «ta. ftabe abw ait nähr als awai wtm Uinaa anagahaiidaa 
hidM konunaa ki DiagfaiMi oAnbar nur In endUeber, bestimmter AnxaU 
vor. Wir nennen dt JmtgOiigey drei-, vier- oder mebraOgig, je nach der 
Zahl der in ihnen ronrnrrirenden Lineartheile, und einen Zug nennen wir 
jedes Stuck der Linearcompiexion, welches in Ausgängen endigt ohne einen 
Ausgang als Binnenpimkl zu enthalten. Bei der Darstellung des Diagramms 
in «faMT Zaiehnnng anf ainar Bban« (odar wandlidi granan KagaMikAa) kte- 
n«n aaeb Art. 17 DebarkraaMuigan Tarkomman, danan im Bann kataia Ans- 
finga anlapraekaa. Wir wacdan aia von dan Anigingan dnrch die Beneo- 
nang Tracerten unterscheiden Sie theilen in der Projection die Ztlge, aaf 
denen sie vorkommen, in Stücke, je eins mehr, als der Zug Traversen ent- 
hält, welche wir zur Unterscheidung von den Zügen S^rccAcn nennen werden. 
Jeder Zug ohne Traversen ist zugleich eine Strecke. Die ProjecUonstlache 
arscbeiot durch die Züge und Strecken in aina gewiaaa AniaU Ton StlaltaB 
•dar PuaaDan aailagt. waleka ~ dan un«obaadan odar amptax« FHabflo» 
fanm ndl ainbagriffm <— JPUdbr kaiaaan wardan. 

Bi verdiMi bamerkt zu werden, dass es nicht nothwendig ist , die Be- 
nennung „Ausgnng" bloss auf drei- oder mehry.tigige Punkt« zu beschrf^nken. 
Wir dOrfcD iaolirl« Funkte als nolisOgige Ausgttoge, das freie £nde eines Ap- 

1) Bei aaderwciltgMi BelraclMaa||«B aber LfaMareoaipIfliionen ma^ die Bezeichnung 
„Knolpnpunkl" oder ,,No<!!i![ninM" vorgezogen weriien , wie dies in den Vor- 
aiudien zur Topologie S. büO geschehen ist. Durch Analheae darf ia den Tra- 
taiMa im Diagrwnns dar OartaBitade Zug mii dam uaMflaNriadeB vartamahl 
wflfdaa, waa in aadtvaa ToibaaMaiiMii «laea waaaadiebaB UaianoUed b^ 
dtagen wirdai» 
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pendikdi ib daaa ebHttgigen oad Jaden Bidneikjpaikt tb «ioai swataOfl^fM 
Aaagaof iMtnwkten. Der Siiii dieaar BaaehrUdouf iai ladigUeb der, data 
bei ZlUang der Ausgänge die swaisllgigen weggelassea werden dOrfeo, in- 

eofern es nur «nf die Differenz zwischen der Znhl der Ausgänge und der 
Züge ankommen wird , und jeder nls Aiisjianfj z,\visrii(;ii zwei Zügen ange- 
nommene Binneapunkt oileubar die Zuiil der Ausgange und der Zug» ^ugieicli 
wn 1 vamalirt Hiarmeh lal khr, daia mm htk aiMBt aialkch cyklisohan 
DJagraauB — aUa VaracfcHafugan imd Varfcnalniiffaii doreh AnaMiaaa ab to- 
aeitigt Totrasgaaalsl — ataa balMiiga ZaU aaiaar Ptankla ab ■waiaflgig« Am- 
gänge betrachten kann, wo alsdann, wie in einem gewöhnlichen Polygon, die 
Zahl der ZiJge der der Ausgänge gleich ausrälll, und dass es mithin das Ein- 
fachste ist, einen einzigen , übrigens beliebigen Funkt des Cyklus als Ausgang 
zu betrachten, in Folg« dessen der Cyklus einen Ausgang und einen Zug besitsL 

20. 

Dia In Art 18 besprochene Aoatbeae naaato Ib Ihrer Anwendung auf 
das Diagramm die Znhl der Ausgäng^o und Zöge unversehrt lassen und konnte 
nur Veründerungen in der Zahl der Traversen und Felder bewirken. Die 
jetzt zur Sprache kommende Variaikm greift in den Ueatand an Ausgängen 
md Zlgea abändernd ein. Sie findet ihren Omnd in der Allgemeinheit, db 
wir hl Art.. 18 UnaiehtHoh der beüebig nagleleh aehlennigen Belnelion dar 
^renilb^ einei Gonilibienten- bei Ersengnng seinea Diagnnuw ilalnirt haben. 

Dan Diagmam Fig. 18 dar polyeykiodbcben Pliahe Flg» 17 hMte aMt 
des vierzQgigen Ausgangea in E offenbar zwei dreizügige Ausgflage Fund G 
(Fig. 29 annehmen dürfen , wodurch di«- Dialyse der zugehörigen in Art 13 
besprochenen Fläche mittelst Durchschneidung der Cykeln », /, m in Fig. 17, 
d. b. miUelst eines Schnittes zwischen den Grenzen der Oelfauageo 2 und 4 
auf der FUehe swiseben 1 nnd 8 bindnrebgdMBd, Ihr» ReprSaentation fn der 
Bnrahaebnaidang dea Dtagranunsagea FQ findeL Ebenao wlirde ur Darald- 
Inng der Mftglicbkeit einea Söhnittea Ton der Oefhnng 1 nach dar Oefhinig 
3 zwischen 2 und 4 anf der FUehe hindarehgebend, dem Diagramm die Form 
Fig. 30 ertheilt werden kdnnen, wo, wie Torber.« der vientflgige Anagang E 
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«ntar B i Bfll gig «iiMf mm« ZogM iwel dnlrtslfo Atuglnge fT, / gebildet 
frordm wlm. Mm hMte im Wagnnm FI9. 39 In Flg. 80 vuflrM kOmn^ 
«0 dto Bw«i dreMiglfm, dueh ctaM Zog T«rinnMl«ira, Awgtng« JP, O g«- 

gen zwei aaitn dreiiQgige ^, / diagonal vertauscht wären. Die Zahl der 
Züge und Ansgfinge wfiro hierbei dieselh<> iT'^'^ÜGbon. Die Zulässigkeit ehMT 
Dialyse in der Fläche Fig. 17 tniitebt einea Schnittes von 1 nach 3 so. dass 
die Oeffauogen 2 und 4 auf einerlei Seite desselben liegen bleiben, wurde 
durch di» GMtrit Fig. 31 dargelegt, wo die swd drmzägigeo Aosgttoge A, B 
gegM dl« BWd draUgtgw K, L dfafornl Twtandit «nehaiBM. 

Mer artr ds 8sllgig» AoagMg luim offMbar bi iw«l Auglige orit 
eingeschaltolMi Zuge Terwradelt werden, wodurch die Zahl der Zage md 
der Ausginge zugleich um 1 wficbsl. Der Ausgang N (Fig. 32) sei allge- 
mein fizOgip. Zerlegt man n in zwei (ganzzahiige^ Theile, jeder >-I,' und 
», wo also / -|- u = n, so kann fi unter Einfügung des Zuges TU in die zwei 
Ausgange T und ü verwandeli werden, von denen der eine < + 1 sügig, der 
andara u-^i >>gto ML Dia ADwamlnng dtaaer Operaiian aaf aiMB diaiifl^ 
gigra Anagang, wo die baidra l%aHa dar Zahl 8 mt 1 and 2 aabi kOanlaiv 
od« aaf tSmui nebr ab SiQgigM Anagaag ia dar Pann , daas mM ainm 
der beSdeo Theile » 1 annShme, würde zwar einen neuen Zug und etnoB 
Denen Ausgang ergeben, beide nbor dürften, weil letzterer nur 2zügig ge- 
worden wiire, ungez-iihit bleiben, so dass diese Variation ohne KITect bliebe. 
Die Wiederholung des beschriebenen Verfuhreus an allen mehr als Szugigen 
Ausgängen wOrda das Diagramm dahin YarOraa, daaa aüa Aasgängo 3zügi^ 
wOrdan. — Dmgakehrt itöMan Je swei dnreh ahien Zog ndl abuadar vat^' 
boadam Aoaglngi P, ar aal jisfl^« ind Q, m wA f iQgtg, dnrah Veratal> 
gvag and unter Wagbll des Zwischenzuges PQ in einen Ausgang R tob 
p-Jf-q—'l Zügen verwandelt werden, und die Zahl der Ziifje wie der Aus- 
gänge würde sich um I vermindert haben. Durch Wiederholung dieses Ver- 
fahrens kann jedes Diagramm, da alle seine Ausgänge durch Züge unterein- 
ander aasammenliüogen , dahin variiil v<rdatt| dam es nnr «in« Ausgang 
haaHat, und abdann moaa Jeder Zng lUr aieb eyhllieh gawordan aafai, d. h. 
hl den gamabManMO ainao Anagang aafaM bafdM End|Hniklo finden. Dm 
Diagramm Flgi 18 würde dam GMlalton wie flg. 88 oder 84 a nnah rnM. 
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Halte das vorgegebene Diagraoun k Ausgttage uad l Züge, ao aiod beide 
ZMm iML vm k—l Teniiadart mi dw Diagrann Imt in divMr MOMeM- 
MfelM CMIt «inm Amguff mi l—A+l Zag«. 

DitM VariaSmiMi, welche suuial bei verwiekaltM poljeyklodiaebett Con- 

stiluenteo zu einer grossen MannigfaJUgkeit der Diagramm - Gestalten Tühreo, 
und deren weitere Verfolgung für unseren gegenwärligen Zweck iinnütliig 
ist, lassen jede um Gonslituenten vorzunehmende Dialyse in dem x>loüuä aus- 
führbar erscheinen, daas am Diagramm, sei es in dieser uder jener seiner 
dvrvli Variation abkitbarWi urtcr «inii^ IqoiTalMrtw GtilallMi, ata Zog 
dnralMeliaillan wird, so daaa jada DarduMhnaidaag aiaaa Zagas je ebiar Dia- 
ty»9 «■lapricbL 

Die Äquivalens der durch Variation aus einander abgeleiteten Diagrann^ 
gestalten überhebl uns aber der Mühe, diese Ableitung selbst in jedem con- 
creten Fnlle wirklicL auszuluhren, insofern die Regel zur ßeslimmung des 
cyklumaliächen Hanges x , za deren Aufsteilung jetzt die hinreicheudcu Vor^ 
beraitungeu genacbt rindi Dir alle Gaataltea daa Diagramm aiaes gegebenaa 
^ToMtUneolea dieaaba iil, and man aie ab» aar aaf iif oid atae danalbea 
aaaawaodait nOtiUg hat. 




Zar Emfttelaiig dar (MnaagnaU * «faies gegebene« Conrtitneaten, teile 
'onn aus Ihm das Diagrann ia Irgend einer seiner GeatalteB ab. Bs asi die 

ZaU der Ausgönge == die Zahl der ZOge « I, so ist nach dem vorigen 
Arliliel klar, dass das Diagramm in seiner monocentrischcn Gestalt aus l k+i 
Zügen besteht , welche durch einen Punkt unier einander zusammenhängen, 
der seinerseits ein 2 (/ — -zügiger Ausguug ist Für diese Gestalt ist 
sofort evident, dass jeder Cyklus eine Dialyse gewährt, in Folge der er sieb 
smicNl in nwei Appandikel anOAst Naeh ^-i- 1 Dialysen geU das Dia- 
frann in 2(<-*-i-i) Appaadiital Ober, wekbe alle mtt einen Ende in 
den anflinglkhan Anngnng des monocenlriscben Diagranuns nnler einander so- 
naiawrnfcingwn and nit den aadera frei endigen. ABe Appandikel ilehan sich 
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ättk reraart Bilwiilliin te doM PtakI MmMii. JoPiigw— Iii WHinMhr 
fclM afa Ptab,. oi dM l-^-^i OtalyMi- jnlirvwiM* Cauttaeol 

iii Mykbdbcfa gewordMk la ist somit x 

Aber aacfa in der ersten Gestell mit i Ausgingen und / Zügen redudrt 
sieb das Diagramm nach l — k-^ 1 Dialysen auf einen PunkL Die vorlttufif 
ab isolirt su denkenden Ausgünge verbinde man in Befolgung der Coofigura- 
tion des Diagramms durch successive Züge unter eioandar ia foigeoder Weis«: 
•iBMi «ntoo Augang mit tSutm »wtft« darali mm tnlM Zng^ aiMi drillM 
AaBptaf mit daen dar Mdmi antaB dank aimi swailaa Zog, atara Tiartaa 
Augaag mit ainaoi dar drai aratan dorcb einaa drittan Zag, ainaa fitnftea 
Ausgang mit einem der vier ersten durch einen vierten Zug u. s. w. bis der 
letzte oder ki» Ausgang mit einem der übri^ren k — 1 Ausgänge durch eineo 
k — ilen Zug vereinigt ist. Dann attllfn diese k — 1 Züge einen vollsUmdl- 
geii Zusammenhang unter allen k Ausgängen dar. Zugleich aber bilden sie 
ein partialaa Dfagraaua, m. wateban mm dek durah Ralnotioa tod daa 1 
Zugwi «Mtfahit dan laWan, daaa dao Toriatstaii ■. s. f. Ja rtoUlaliar Ord- 
nang «IIa Zttga aiek hl alaan Paakt sorAcfaiahead däakaa kann, worana ar- 
helK, dass dieses Pnrtlal lllagramm VOB |^— f Zflgen einem acyklodiscben Con- 
stitiienten entsprechen moss. Wollte man ausser den k — 1 Zügen noch einen 
oder mehrere hinzufügen , so würde man olFenbor nach bereits auf anderen 
Wegen untereinander zusammenhangenden Ausgangen auf neuen Wegen zu- 
rtckkdvan aad dadonb cykllsche ZuaauBaakiBge kanlaUen, waleha aiaa 
ftatodioa d«i FMial-DiairaiBaw aaf abMa Paakl aaaiOgttdi aaekaa wlirdaa» 
l)er UabanebaM aa Zdgaa te talaläa Diagraaua ttbär dia i^l Zoga dai 
partialeo, d. b. die / — Zuge des erstoren, welche dem letzteren fehlen, 
sind es somit, welche einzeln zu durchschneiden sind, um das totale in das 
parliale zu verwandeln, woraus ersicbtlich , dass der zugehörige Constituent 
die Anzahl l—k+i von Dialysen erfordert, um acyklodiscb zu werden. 
IMaaa. H ifc l ii nf oige gilt fitr jada anwandlMra Ordanng in der Anfeioaadarfolge 
dar wmem^ aatae üiwadw vaAaadaaaa Aaigtag» aad Ar Jada Wahl a^lar 
daa bai jadm SahaMa diipoailMlaa Zttfaa daa yariattw Diagnawa. Mm 
hat alia klar, ada fkr das roonocenirisebe Diagramm m = / — 

Für tttml akia aadata fiaalatt» dia dan tatalaa UagnuMB dank Varia- 

ö 
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tk>n eribeilt w«rdw hm dä» nMOMitriscbe vkki anagescUosson) aai dift 
Ml Amglac» k', i0e Zag« = 1', fo ain MMb 4« «bM 

IMMMslilMi SfdMMM «» Minginll « r4>l Mm. 0» «bw 
MB dM l&NMflinuifn flbM> di« Variation «ler Ausgange und Züge biordicbeiMl 
hervorgegangM tot, 4tw dl« UHanolM« «nd ^ sM «od, M 
folgt x — 

Es ist also aligflOMw 

» = *+l (1) 

d. h. man findet die cyklomnlische Ordnungszahl eines gegebenen Constituonten, 
wenn man in seineai Diagraoim (in irgend einer seiner Gestalten) die Zahl 
dar Zog« vm ä» Zaiil dar Aosgänge rmmSaiMi vmi 1 UntwlUt. 
Wir ngM Boob einige Bdspieie beL 

1. Da« Diagramm eiaae M^lodiechM CoMtUneolM M ein Pniikt, wo 

also = 1 , f = 0. Folglich ist x = 0. 

2. Eine ringförmige Fläche, etwu zwischen zwei concentrischen Kreisen 
oder wie in Fig. 4, bot als Diagramm einen einfachen Cyklna. Hier ist = 1, 
/= 1 (An. 19), also « = 1. 

t. m» mdke Ii Fig. 17 hol dai Diegnnm Fig. 18, wo A s 6, /s % 
obo » SS 4. fai Dlagremn Flg; 29 oder Fig. 80 decwUwB Fllelie bt A == 0, 
/=s 9, oho wie Torher«» 4 Im meooeratitocbM Diagramm Fig. 83 denel-' 
l»en Fllcbe ist A: = 1, / = 4, also wiederum x 4. 

Der in Fig. 15 dargestellte Körper hat dos Diagramm Fig. 25 oder 
Figg. 26, 27, 28. In allen diesen Gestalten ist ür = 4, / = 6, also «=3, 
bereits vorläufig in Art. 12 erkannt worden ist. 

22. 

Bei den Betrachtungen des vor. ArL ist das Diagramm in seiner raBah> 

mmg m « in Belnefat lkeaaeii4M BeilMdlhnlle wmw lodigitak db Am« 
glogo nad -Aiga, 'm dass die M salMr pnijaeli««* OanlailMg aa ÜwlMd M 
TrararsM, Strodmi and FUder MboaehM IMieba». Ka tot iadaai ilehl abM 
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KahiMMi «ftr M sfli «in Dtasmui hi laiMr pKfjMtt*« Ointdlnit 

ohne Traversen gegeben, so ist klar, dass wenn die musirisch in der Pro- 
jectionsebene oder auf der Projectionskugel neben einander liegenden Felder 
durch succossivo Schnitte seiner Züge unter eiuandcr vereinigen, ihre Zahl 
dadurch bis zu 1 vermindern kann. Man vereinige mittelst eines Schnittes 
durch einen Zug irgend 2 Miner m Felder, gleichsam wie durch eine geöifnete 
lliltr, m cliMtt FeMe, ia Folg» demn rar noeh m—i FMmt odilirtiif dnut 
dareh ebira sw«il«i Sdudll «iedar »wd dar p—1 Felder «i <iB«n Felda 
8. f. bis Meli m — 1 Schnitten nur noch ein Feld, fiiulieh das amplex«^ exislirt 
Das Diagramm ist alsdann acyklodisch und ein neuer Schnitt würde unreblbar 
eine Sondorun)? in jretrennle Stücke zur Folge haben. Den »i— 1 Schnitten 
entsprechen eben so viel Dialysen an dem zugehörigen Constitoenten, und es 
ist also in jedem Diagramm ohne Traversen x = m — 1. Auch liier ist » von 
der Wahl and Ordnmg der moeeeilTen Selinitte mabbängig. 

In aiaam beUaUgen auf Tlrayecsan varsabeiieii Diagraam H aei dia 
ZaU der AaegüDge = dar ZOge s ^ dar SiredKeD s C, dar IVavaraeii 
— q, dar Felder Man daaka tfoh etat aaderea (nioM äquivalent««) Dia- 

gramm D' aus dem angegebenen D dadurch abgeleitet, dass man die Tra- 
versen in vierzügige Ausgnngo verwnndell. Man setze die Zahl der k-\-g 
Ans'^inige in D' =■ Ä', die Zahl der Züge in D' wird gleich der Zahl der 
Strecken in 2>, d. h. = T; die Zahl der Felder ist in beiden= m. Die Zahl 
der Cyklosen für X> sei = », für />'= x'. Da nun D' ohne Traversen ist, 
10 hat naa, wia ao diao bawieien, s'sm — 1. Oa aber aaeh aaofa den 
%lae dee vor. Art. s f— ao bat aun ai->i ssf— «'4-1 odar 

j|'-:r+«.2»0 (3) 

r 

Dieacr Sab» den wir spiUer noch an aadarmi Zwecken beauiaea wordei^ 
beaaji: 

' In ataar IdneareoanlaKkin In dar Rhena ader anf dar Bnoalliaha iat 

die Zahl der Verhindungsponkte and der. FUehenatOeha am 2 grOaaar 
^ die ZaU der VerMaHaliaien. 

5« 
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■r e^M^ wtkmM hmamü, inplUto im BvUi'ate v«m 4m 

Polyedern, ist aber to aMhrilMher Hinsicfat allgemeiner, sowohl durch die Zu- 
lässigkcit beliebif^ krttUUMr — weno nur ecyklodischor — Linien und Flächen, 
ab durch seine Gültigkeit für zwei- und eint-ckige Flachen und für frei eO'- 
dende Linieo, wie sie bei dem Diagramm öfter uoter der Beaeoauug j^Appon- 
dikd" be^roehM worden siod. 

Es lliat ilcfc au darllmi^ 1» 3f bt Mn iwhiie «at J> die 

•intlB« Zttgd hum md ftg* ile all» In bauäufcr Ordmog in «toan Cy- 
Ub8 zusamoiM. Die Verbiodttogspunkle im Cyklus seien durch A bexeiohMt 
and die Binnenpunkle auf den Stucken AA, weiche in D den Traversen an- 
gehörten, durch B. Dann ist olTenbar die Zahl der Punkte A =1, die der 
Punkte B aber (da jede Traverse in D auf zwei Zügen zugleich lag) =^ 2q, 
die Zahl aller Stücke aber swischeo beoachbuteD Funkten A oder B ist 
gMch dar ZaU der Streokaa in d.h. = T. Da aan dla ZaU aller SWdie 
dai Cyfcbn «hieb dar Zahl aller Paukte it and S aeia aHwa, io bal aaui 
W — l-\-2q oder, was bewiesen werden sollte, f — t=.2g. 

Man hat also in der vorhin gefundenen Relation k' — l'+m — 2 =0 die 
Werthe k' = k+q, l' — /-J-iy, durch deren Siibstilulion wir erhallen k — l—q 
-f-m — 2 =0 oder m—q — 1 =/— A-^l. Da aber nach dem Salze des Art 22 
/~A+1 = «, so bal nunmehr 

»sei— 9—1 (3) 

d b. nan liadat die ayidomliache Ordntogaubl « efaies beUefaigen Coarti- 
taantaa, wean aiaa bi daaiMi Diagnnaai den UebenchoM der Zahl der Felder 
Uber die Zebl der Travanwn an t Tanaiadertf oder wean man voa der Zahl 

der Binnenfelder (das amplexe Feld weglassend) die Zahl der Traversen abzieht. 

Einige Beispiele mögen die Anwendnnc^ niicb der in diesen Artikel ge- 
fundenen Vurscbrifl i'3j zur Bestimmung von x erlfiutern. 

1. In einem einfach cykiiscben Diagramm ohne Traversen ist m~ 1 = 1, 
lysO, also, wie -abaebln bakaanl, »ssl. firscUane daaOiagrann In Farn 
der Ziffer 8, wie Flg. 21, «o bttia naa m— 1 f l, alrn ebealilb:# s t. 
ttellle sieb das Diagiann bi einer der O e iH lls n 4er F%. 6 dar, an wäre 
m — 1 = 4, 9 =:3 , also wiederum « = 1. 

2. In jeder der Diegrann-Gesleltea Flg. 1», 29, 30, 81 , 33, 94 der 
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Mflh» kl flg. 17, Air irafeh» wir bcnito te triUm BehfM tw. Art. 

8. Dia IfiiTOleiiteD Diagmme Fig. U, 7% Tt, » eisM Kftipm Ton 
der Form Fig; 16 oder 24 Mm tm Tiertn Beieplai dae Torigeo Art. ein* 

dreifache Cyklose ergeben. Wir erhallen jetzt für das Diagramm Fig. 28: 
«1-1 = 3, 7 0, X = 3, für Fig. 26 oder 27 : m— 1 :=4, 9 ^ 1, « ss3y 

für Fig. 25, m—i iO, q — 7 , X ^ 3. 

4. Das Diagramm Fig. 35 von der Conliguratioii der Kanten eines Wür- 
fels gibl nach (1) /= 12, A= 8, l = x^ö, nacli (3) m—i = 7, j- = 2, 
s s 5. Dai Iqairaleiite traverslose Diagramm Fig. 36 gibt m — 1 = » = 5. 

5. Ein Diagramm von der Coafiguration der Kanten irgend eines ge- 
wObnOoliaB Aaailigea PolySdai« llaat aieb dareh n«Jadloii aoT dlaEbam eiiar 
der Poly4der-SaiteDllaelMNi In traveraloaar Gaalah daraianao, so daaa ai ss A 

und q = 0 ist. Fol^cli iat io diesem eine Gruppe yon nnendllch vielen veiw 
Bchiedenen Diagrammen umfassenden Falle jederzeit x = A — 1. Für den Würfel 
war nach dem vorigen Beispiel x = 5, für dos Oktaeder wird dieser Werth 
7, für ein Dodokaeder 1 1 , gleichviel ob es den Typus des Granal-Dodekaö- 
ders, wo i = 24, A = 14 und l — k+ 1=11, oder den Typus des regulären oder 
den Pyitto4der-K0ipeffa kibe, wo/s= 80^ A =s 20niid A-fl = tl, oder den 
Typus derfig. 87, wo 1» 20^ A » 10 «od I— A+1 — 11 n.s.f. Dia Vor- 
MArift (3) gibl Ittr Fig. 87 ai— 1 = 28, g » 12, alao wiadermn ü a 11. 

6. Ein Diagramm Fig. 38 von der Configuration der Kanten eines Wflr^ 
fels sammt vier einander nicht begegnenden beliebig krummlinigen Verbin- 
dungen je tweier einander diagonal gegenüberliegender Würfelecken ergibt 
nach (1) k—iü, /=b, i~k-^i = x = nach (3) iw- 1 ^ 23, 
f = l4« abo dianfalia s = 0. 

7. Wenn sicli in FaUe des Torigea Beiapiolo die 4 diageoalea Verbindon» 
gM in ainan Ptanlrta iare«Ban, Flg. 39, ao iat * SS 8, 1 s 20^ 1 SS »=; 12, 
nad a»->iaB20^ gasS, alao wiadana 4cssl2. , 

a Daa IMagfam hab» dia CoirilgnraliMi darKaniaa ainat ans awd an- 
gMab graaaen in algogsngssainlar Mang aoabinirtan TelnAdara sniala- 
fcsnd«n OMdani snoMt ihn 4ni in dar lIMa sieb kiMsendaa Oktaldarazai^ 
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9. Von einem I4fllcbigen 12eckigea Polyöder, irolchM ue darCoBU- 

naUon eines Oktaeders mit einem Würfel in der Art erwächst, dass aoMir 
den 24 Combinatioiiskanten weder Würrel- noch Okta^erkan(«n hervorgefaeo, 
sollen sowohl die Kanten als die 6 in der Mitte sich kreuzenden Diagonalen 
ein Diagramm Fig. 41 darstellen, so ergibt sieb oaob (1) 13, / ■= 36, 
«=s24, mch (8) m—i = 52, « =: 38^ » — 24. 

Die leMoB Betopiele dtenm sngklch, FUte tot AagM n I«gtii, wo 
das Diagranm eine traverslose Darstellung nicht geslatloL 

Wollte man in dem zuletzt angeführten Beispiel den Theil des Diagramms, 
welcher den 24 Kanten des erwähnten Körpers entspricht, nach der unter 
dem 5. Beispiel besprochenen und bei Fig. 3(i befolgten Art Iraverslos dar- 
stellen, &o wurde dies ducb für den übrigen Tbeil nicht angeben, wie aus 
Fig. 42 eniebtllcb ist, wo di« In Fig. 4t gendliaig gestattetoi DiagoinlM n 
grOioeiw DenOicblcflil kninm gogtalM wordeo. h Flg. 42 «nwheioaB 86 
BiuflofeMer wid 12 Thnronoo, abo bl, wie vorher, dai IMigruui 24fo6li 
cyklodisch. 

Diese Beispiele, deren Zahl und Complicution m-h leicht fahr TOlg«NI^ 
ssern l'esso, mögen für den gegeiiwürligen Zweck genügen. 

Es verdient noch erwähnt zu werden, dasa die Verbindung der beiden 
Vorichrillen (1) und (2) zur BesUnumng vob x lodi iffno dritte Uefert 

/ — k+m—g 
« = 2 

welche Migt, dass in joder Linear- Complexioil gewisse Summen und Diffe- 
renzen je zweier der vier Elemenle k, 1, nt^ g ■«gleicii entweder gerade oder 
ungerade Zahlen sind. 

38. 

Nach den bisherigen Unlersnchungen Ober die ans dem Diagiaaun iv 
•ratHteiiide OrdaoagaieU der Oyfchwe iigead w e i c h er OonMaealeii habeo 



wir Um Mck Btefgw iNr dl» OyUoM liawrliilb der «taMtaM CdiIm n 
bHMrhfln, od «rwIkMn tai VotM», dM wir d« tUgmria» ZeiohM « Air 

die Onrien der Reihe nach durch x^, x', x" , erseUen werden. 

Ertle Cmrie. Das Diagramm jedes Pankle* ilt ein jPuakt Alle Paekte 
•iod acyklodiscb. Es ist also stets ~ 0. 

Zweiie Curie. £me Linie bat entweder die Begrensung [21] uder [20] 
!■ «nIeB Fall ilt die Urie eeHreder deieb ewei.Fenkte begrenzt, wie die 
Knien einen Myiden, nnd irt «ftnJnr nsyUodiNb, oder ftre Bndfnnkle 
vereinigen lieh inBnein (eirelivmi) IMte^ «rin in Hg. 48» 44 oder 4& Ihr 
INefiennn ist auch dann noch, wie vorher, ein Punkt und sie selbst aoyklo« 
disch, so dass also für den Fall [21] stets >r'=0 ist. Im zweiten Fall ist 
sie unbegrenzt nnd kann nur, da unendliche Ausdehnung ausgeschlossen is^ 
in sieb selbst zurttcklaufen, d. b. eine cykliscbe Linie sein. Das DiagraouD 
M'eUinn wM ihr gUiche Geetalt, nnd sie iat elm einftwli cyUodiscL Vw» 
•eUtagenien nnd Vmlaaoinngen, erelehe dnroh Anniheee heeetUgt oder eher 
fan nngelnderten Zeilnnde^ wie tan Beispiele 2. den Art. bei Bmillelnnf 
von berücksichtigt werden mOgen» nieeben hierin keinen ünterecliied. Fär 
den Fall [20] ist also stets x==i. Es kann Bonnt tai der sweilen Curie *' 
aat die beiden Werthe 0 oder 1 annehmen. 

24. 

iMHe Orisi Die modeie VeraoUedenheil der Fliehen rOdniohdieb ihrer 
BegreuHinv tai den rloBliehen Comptozen iit nne den fai Art. 6 nngeDlhrten 

Symbolen [300], [301], [320], [321] erkennbar. FUr die drei lelileQ Pille» 
wo eine Flüche durch Punkte oder durch Linien oder durch Punkte und Linien 
begrenzt ist, sind im Bisherigen diu Vorschrifton zur Bestimmtiniy: des cyklo- 
matischen Ranges x" voilsUkndIg enthalten. Nur der erste, deiu äyuibul [300] 
enlspreoiiende Feil, auf welcfaen als eiueo singal&ren bereits in Art d hinge- 
«ieeen worden ist, nMehl aneh eino hesondem IrOcIecnnf erliMdeilleh, lllr 
weUe taideae eahnn gelegentIM in ArL 16 den Wena^Bohite enüe%irt 
werdeo musste. 

• Ihn an einer, jifli^iiniftuiun, d. i. allseitig geisMoesenen, aller Begreo> 
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luf 4iii«h LtoiMi imd Ftakto «MBgrindM FMeto 4m Di«|rMt dbMMra» 
■wt 4«MftM, wto ii Art. 15 anriBiadw ««Mbt irardM, «Im «MmU« 

Grenze ertheilt worden, wozu wir am einhcbstea einen beliebigen Puhl dt^ 
•eiben wählen. Dieser Aufliebun^ der Periphraxis ^'eben wir di^ Benennung 
DicUreae oder Trema. Erst durch sie wird eine Kelrartion der (irenze mög- 
Ucb, deren Resultat entweder, wie bei einer öpharoidi»clieo Fiacbe, ein i'unkt, 
•4w, «fo M «iMr fii ng. 10 dargMtoUlM fiiivobacfltob», «ta OyUw od« 
IbMteapI etat DIagiMim nta wird, walebat, wi» M der PllclM ia Rg. 24 
an «ta«r Ummmm^Mm W i la fct Hieb «rlDlgtor XnarlcMmniif dae TbeoM 
ist dsr Fall [400] offenbar anf dan ^1] tarückgefubrL Das Trema selbst 
aber, als virtuelle und der gegebenen Fläche nicht elTecUv zukonmiende 
Grenze, erheischt, wie weiterhin xur Sprache zu bringen ist, im Census die 
gebttbreode Berüciuicbtigung, wo es darauf ankommen wird, sämintiicbe cy-> 
iklodiaclM C foMlU i orta B wA 'riMnallM firtMflii fei dar Waiaa waavflataii, daas 
dIeM OreoiM df« fllr da« acjUodiBolMa gutipd ■othwaadigwi Dialysen 
fcewJrkM. 

Analog der nuf die Cyklose bezüglichen Zahl x können wir durch ir 
den periphraktisclien Rang einer Fläche bezeichnen, der offenbar — wie x' 
in der £weiten Curie — nur die VVertbe 1 oder 0 annahmen kann, jeoackdaa 
die Fläche peripbraküscb oder aperipbraktisch ist. 

Abgesahan alao tob diaaem aingaliren Falle dar Periphraxia kann in 
dar drittOB Cnrio *" naaaar 0 jedeo peailivtB gunsaUigaB Warth anBoluBaB. 

25. 

r 

Vierte Curie Fnr die körperlichen Räume, welche durch die Coniploie 
oder die Conätiluenlen der drei vorhergehenden Curien nach den venjchiedeuea 
in Art. 6 aufgezählten Typan von einander abgegrenzt werden, ist das fnr 
dia Eraiiltolang dar CyUow SfiofdarilBho Ii dan Biafaarigen voHattodig an^ 
iHltoB BBd dii AUiWBataMt dar Ar dio Ablalhar wd dio ABwaodBBf dao 
INagrBBMBi ga g ahaB o n li^ogiiabBB Aoalyao tbarhabt bbb dar BainMhlBBg 
aUar dnalnan in jenen Begrenzungs-Symbolen dargestellten Falle. 

Oaa AiqplMiMi^ ato dar ataia vorhandaa« odar aiMtHra CoBitiluaaL dieaar 
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Curie, unter ulten dur oiazige, welchem eine AusdebauAg ins Unendliche zu- 
konuBl, iMt in Art. 16 blnfeklMdk des DMgramiM eine bomadwe Bwqirechang 
gofradeik b Anselning der Heriflilang dar eyklonHiisdien Zil|l x"* «im dMB 
Diagrtntm folgt d«r ■iO|il€aEe Raam mit ollen übrigen CoaaliUiaiitaa dan flaj- 
diao in Art 21 und 22 eniwickelten Vorsdwiftaa. 

Für den Fall endlich des Begrenzungs-Typus [4000] isl bereits in Art. 9 
erwähnt, dass bei dem complexleeren Riiutn von Cyklose überall nicht tiio 
Rede sein kann. Das Diagramm des ganzen unbegrenzten Raumes isl nach 
Art. 16 ein Pankt and er selbst aeyklodisok. 

Avek bier kasD, wie ia der vortgea Carie, m" auner 0 Jeden poeiUven- 
gannaUifen Wertk annehnen. 

26. 

Uer Purlial - Centn» liir arfkloilürhe Condilnenten. 

Der C«nsus besieht in der Relation, durch welche bei räumlichen Com- 
plexen die Zahlen unter einander »u$ammenbängen, welche auf bestimmte 
WeiM von der Ansahl der Constitaenten jeder Carte and von ihrer lopok»- 
gisehen Beachaffenheil abhiagea. Zur Ermillelang dieser aligeneinen Relation 
Ist ea affTorderlich , erst von gewissen speciellen VorausseUuogea aonagebeo 
von denen aas wir schrittweise durch ollrriiilige VeraUgenwinemngen ni den 
geoerellen Falle dos Census geiHtigcii werden. 

Vorerst werden wir uns nur mit solchen Complexen beschäftigen, deren 
Constitaenleo acyklodisch sind, und zunächst nur Eisen Comploz der Unlerso- 
cbang anlerworfen. Femer bdraobtan wir anllngttdi nnr gewisso Fsrtfal- 
Gonplaze, d. b. aolche. In denen wir bloss die Conslitnenlen Biederer CMen 
xtlhlen, also z. B. bloss Punkte und Linien (Linearcomplexe im Raum), oder 
bloss Punkte, Linien und Flachen (Flöchencomplexe im Haum) . während die 
nicht eHectiveo Constituenten der höberen Curieo gewissen speciellen Redia- 
gungen unterliegen. 

Bei aHen Complexen, den parlialen wie den loliüen, worden wir Aggre^ 
gnton begegnen, in welcbon die ConsUInwIen-ZabI der ersten Cari« posiliv, 
der Bwailen negativ, dar dritten posiliv, der vierlsa negativ orsehainL Don 

6 
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Werlb solcher Aggregate für parliale Complexe werden wir Diakrüe nMUMn. 
Er ist «in« flir J«il« FtetfcakvNtt eoMtuite ZaU md kmit «Is ChmktorisUk 
denelben eitg«««lMB w«H«b. So fsl ■. D. In Bnlor'sclMO Sali« di« Dia- 
kriw = 2 und sie cbaraklerisirt den Fall, wo bei acyklodiscben Constiluenl«« 

eines CompU-xes, der einen Raain ringsum vollslttndig gegen den übrigen 
äussern oder nniplcxcn Kaum «bgreDil, nur die dcM «rateo Cun«n zw Zäh- 
lang herangezogen werden. 

27. 

LdknatM. In einein Lbear-Complex obn« FlidieB, in w«leli«ni bloss 
Ponkte and (acyktodiscbe) Linien gezählt werden, und welcher von eio«oi 
acyklodiscben amplexen Uaum umgeben ist, hat die Dialirise den Werth I. 

Beweis. Die Zahl der Puiiklo sei = k, der Lioien = /| die Oiakrise 
s= 0, so ist zu beweisen, dass ö A— / = 1. 

Da wir bloss Fuukle und Linien lu zählen haben, so kann der Complex 
alt «la Diagramm (mit beliebig vid«» linearen Appendikeln) belraeblet wer- 
den, nnd da das Ampleicuni acykJodiMÜ sebi soll, so darf das Diagramm selbst 
nicht cyklodisch sein. Denn jeder Cyklose des Diagramms würde offenbar 
eine Cyklusü des Amplexums entsprechen, v*;!. Art. 16. Da nun in jedem 
Diagramm von Ä- Ausgaii'jen und / Zügen nach (1) Art. 21 die Zahl x ~ l — k 
ist und für den voriie),'enden i'all x = 0 sein muss, 60 hat mau 0 = t—k-^l 
oder, was su beweisen war: 

9 » k—l = 1. 

gs ü np fe is. Der Linenr^-Con^Iez in Fl^. 45 von der verlangten Besebaf- 
fenbeit bat 14 Ponkte nnd 18 Unien, also 0 » 1. — Einen anderen Com- 
ptez f leicher Art stellt f\g, 46 dar. In ibm ist * 16, f 15, also wie- 

Letr m I ». In einem Linear- Conqdez von acybiodisofaen ConstlbieDlen, 
In welcbem ausser den beKeUg vielen Flukten nnd Linien nnr ofaie Fliebe 
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«■d «in kttperlichar Rton, almHeh das (aeyklodiwAe) Ampienn vorhmideii 
IM, ha» die DiakiiM den Wcfdi 0. 

Bcwoh. Die Zahl der Punkte sei = k, der Linien — /, die Diakrisc 
— 6', so ist TU beweisen, das« tf'= A-/ = (^ oder dau die Zahl darLiaian 
gleich ist der Zahl dt-r Punkte. 

Der Beweis kaon ganz dem des vorigea Salzes aualog geführt werden. 
Uan darf nAmlirh daa CSoaplaz ular TamaeMisaiguag der voa «hüfan odar 
aUaa Unlan bagFaulaa FUieha ab ain Diagtanui voo k AiMglBgan uad / ZCgaa 
batraelitaB, in walcham dia ZOga dan voltalind^aii Dafanff atnar aeyltlodiaeban 
Flldia polygonähnlich daratallan, and in welchem, falls hierzu nicht alle Zitfa 
concurriron, oinigo derselben appendiculnre Linenrtheile bilden. Das Diiiiiramin 
wurde durch die Dialyse an einem der in der l'hiciieiijfren/e i iiihiiltsMien Züge 
acyklodiscb werden, es ist also selbst eiofacb cyklodiscb, uud somit ist nach 
(1) Ari 21 »z=t—k+ij woraus folgt, wm bu bewaiian war: 

d'^k-l = 0. 

litupiele. Die Flüclie des Complexes sei ein beliebiges Polygon luil 
garadao odar kmaunan Saitanliniaa, di« LInian das Conplaxaa saian dia Sai- 
tan dea Polygons. Dann isl offenbar dia Zahl dar Unian glaieb der Zabl der 

die Ecken den Polygons bildenden Punkte, mithin d'= k — l = 0. 

In dem Linear -Comple.x Fig. 47 sind es 6 Linien, weiche die Fläche 
das Complexes begrenzen, die übrigen B Linien bilden appendiculare Theiie 
des Complexes. Derselbe hat 14 Punkte, eben so viel als Linien; also ist 
wiederum Q' — k — / = 0. 

Die Flleha dea Compiazas Fig. 48 ist von einer Linie bagraiiil. Er 
besttit 8 Pnnirta and eben so viel Linien. 

29. 

LehnaU. In einen FUehea-Coapleac aeyUodisebar CoosUtnanlaa, von 
baliablf vielen Ftonklen, Linien nnd Flloben, aber nnr dnam KOrpemanii, 
alnlieh dam aeyklodisehen Amplaxun ist, die Diakrise » i- 

Beweii. Die Zahl der Punkte sei =k, der Linien =1, der Fliehen ssm, 
die Oiakrise = ff\ so ist au bawreisenj dsss $' =ik—l-\'m =s 1. 
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Man serlege den Conplez w « Tbeiie, «o imm jeder Tbell «iae der 
m Flicben Bebet etwi Toriundeoea Appendikdn mUtaStf In beliebiger Ordnvog 
Jedoch 10, daeR naeh AblöMug jeden Thelb aUe flbrjgen das Anpleznm alele 
in laiBeni acyklodisehen Zasland erfaalten. Dann hat jeder Theil vor seiner 
Trennung von den übrigen einen linenren Complex vom der nescliuffenheil 
der im Salze Art. '27 besprochonea Compicxe gemein, dessen üiakrise ö — 1 
ist. Jeder Tbeil aber ist ein Compiex von der Art des in Art. 28 entbalteneo 
Satus, dessen Diakrise Q'c^O. Setaen wir tk» die Zahl der Punkte and 
Unlen In enrteo Tbeil hf ht hi nwriten i^, J^, n. s, t, desgleiehen die 
Ptaihi» nnd Linien In den genMäunAalUieben Unenr-Conplezen (k)i, 
(k)gf {t)g «. s. w., so hnben wir nach dem Satae Art. S8: 
im l. Tbeil *i— ^i-- 9' 

2 *2_/2 = ö' 

3 ki-li = &- 

elc 

n. Tbeil A ^ 

nnd m$- (4) 

wo dns Sununationszeicben sieb auf die Snflbca von 1 bis m bezieht. 

In dem gemeinschaniichen Linearcomplex (Satz des Art. 27) BWisebeo 
dem 1. Theii und den übrigen ist {k'ii — {1)1 =^9 

^ (Ä)2 - (O2 =^9 

3 (A)5-(05 =9 

etc. 

M~l. nid dem mten ThoU (*)^^— (/)^_^ = 0 

und ^f')^- t») 

Wir erhalten aber die ZabI der Conilitnonten des gegebenen Complexei. 
wenn wir die glelcfanrtlgen ConflUlnenten aller Tbeile addbvn nnd davon die 
Summe der gleleberllgen gemebuMbafUiehmi Conetitnenlen ablieben. Rier- 
nacb Ist 

Also k-l = Ä,-JW.-(JS(A)^,-J?(/),_,) 
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odflr aiw (4) mid (5) k—l ^ _(«•— 

Da Am OMh dtn fiilim dar bmdaa vorigeo Am. 0' = 0^ 0 = 1, so 
Ist k—l^-^m—l) 
od«r, was so bsweiseo war: 

9" — k—l+m 1. 

Dieser Saiz enthält als Corollurium den von Caucby in der oben ao- 
gefubrlen Abhandlung (p. 78) bewiesenen Satz: „in Jedem durch innere Funkte 
mid Lini«!! in eiso beilege Zahl tod Polygonen zerlegten Polygon ist die 
ZaU der Partial- Polygone and der Wlnke^onkle um 1 grOasar als die ZaU 
der Linien, welele die Sailen der Polygone UMen**. 

Beispiele. 1. In den FUelieBeofliplex Flg. 60^ Wo*=s8, 1= 11, 
■1 = 4, ist r — k-l+m — 1. 

2. In Fig. 50 ist Ar ^ 21 , / 28, m — 8, also k- /-f-f« - I. 

3. In Fig. 51 ist * = 9, /:= 14, ffi ^ 6, und 9— i4 + b ^ 1. 

4. In Flg. 52 tat k= 11, / ^ 18, m ^ 8 und 11— 18-|-8 = 1. 

5. Jedes gewflbnlidie Polyeder, an waldMiB aun eine oder mehrere 
nnlarelnander benachbarte FUehon herananiBUBt, hleM ebi hierher gehttrigea 
BeiqileL Man wird ohne Figur leicht nachzahlen , dau z. B. am regnlAren 
Ikosaöder nach Wegnahme von fünf um einen Eckpunkt gelegenen Dreiecks- 
flächen, noch 11 Ecken, 25 Kantenlinien und 15 Seilenflöchen übrig bleiben, 
wo wiederum 11—25 4-15 = 1. Hätte man zwei an einander liegende 
Dreiecke henrnsgenommen , so würde m«o 12 Eckpunkte, 29 Kanleolioieo 
und 18 FJlaheB eihallon haben, welehe wiedennn 1 ergeben. 

30. 

Lehrtalz. In einem FIrichen- Complex acykludiselier Coiisliluenlen von 
beliebig vielen l'uniiten, Linien und Flächen und zwei Kurperrdumen , nämlich 
einen ieyklodiBehea von den CoosUtnenlen der niederen CurlM eingeaehku- 
senen und einen acyklodtochen auageachloaaenen Anplezuni. lal die Diahriae =:2. 

Betoeu. Aus dem gegebeneo Con^ex lOse man eine deijenigen Flic|ien, 
welche den eingeschlossenen Raum begrenzen, aus, nebst ihren linearen Grenzen 
uod etwa voriMmdenen Unearen AppeadUula, aber wo, dass die an ihrer Greosa 
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elwa inserirlen appeodicalareo Fittchen mit dem übrigeu Tbeii des Complexes in 
OmMxbtoibM. Dadnrdi ssrlMh der ganze Compla la Bvei Fllchen-Complexe, 
•iDen mebrlUiehigeD mi einan einfllcldgaii, welcbeo beides efai Lioeer-Coinplcac 
gemeiiiMibafUieb ist, in weicbeai die GreneB dee etaflleUgen Theib den Unfeng 

einer Fläche darstellen. Der letzte fällt in die Kategorie des Satzes Art. 28^ die 
beiden Compicv-Thoilo uulcr die des im vor. Art. onthallencn Satzes. 

Es sei nun die Zahl der Punkte des gegebenen Conipiexes =A-, der 
Linien =/> der Flüchen =m, die Diakrise ~ die entsprechenden Zah- 
len ffer den MebrnMifen TbeA eeien ki, h , mi, 0" wd ftr den eiafteUgen 
k% Fy 1, 0". In geneimebefUicben Lineer- CoMplex Mien (ft) FtabI». (Q 
Lielen nnd s^e Diebrise s d'. 

Man erhält nun die Constiluenten des gegebenen Complexes, wenn man 
von der Summe der gleichartigen Constituenten der beiden Theile die, in 
dieser Summe doppelt geKähllen, gleichartigen ConsUtnenten des gemeinsamen 
Complexes absiebt, d. b. 

i (6) 
NnA ist neeb den SSIxen in Art 29 nnd 28: 

k'—i'^i =-r 

folglich aus (6) : 

+4'— =5 W— r 
•nd da nacb den Sits«i Art 28 und 29 tf' — 0, d" = I , so folgt, was 
an beweisen war: 

31. 

Vor der AnUbbrang von IMegm doieh Beispiele andi ftr den ao oben 
erwiesenen Sots» sebeint eine Beaierkaiig «bar die Bedautnng parttarier Cobh 
plmce, Biit denen wir Uer nocb boscblftigt sind, nkbt eai anra ab taa Ott 



Digitized by Google 



47 



Art. 26 ist bemerkt worden, dass die in parlialeo Complexeu iiiciit zur 
Zlbhuig konnMdra Co»rtilBeBt0B liOhfMwr Gntea ilt iiielit «ÜkUv gelteo. 
lo dieMB SiiiiM iat abo Munartlidi dto in den Linear^CoBplexea des Art. 28 
aiifMMHBRMDB FJl«h» M Tentalwfl, dtren VocuMutiwg am das Mittel 
nur tinfa^ten Definition der topologiscben BescbalTenheit des Coniplexes an- 
zusehen ist. Es ist also verstattet, in dem Beweis des letzten Lehrsalzes, 
den Lirirai complox, welcher beiden Fiächencomplexen vor der Zerlegung ge- 
meiiiächurtlicli ist, der Kategorie des Salzes Art. 28 tu subramireo, da bei 
dar BOding da« Gamm aaa das drei ComUlnaiit-ZaUaa (8) aina favahi- 
oehalUielie Flieha In der Thal alabt milKmilitt worden lab 

Balapiele mn vorlffen Salsa. 1. In Jadam gewObnIiahan Polyidary deaaen 
Eckensahl —k, Kantenzahl ssf, Fliebeuahl m, ist tf^s*— /+ms2. 
Dias ist der Eiilcr'sclio 

2. An jeder Krke eines Würfels seien büschelartig beliebig viele frei 
endende oder appendiculare Linien, die sich nach Belieben in den inneren 
Worfelraan oder Ii dm Anylonn «ralrecitaa mögen, inaefM. Wlre llro 
fieaemnliaU »1, eo bealaw der Conplex 8+1 FtenUe. 12+1 Linien, 6 
Flachen, and mn hüte 8+1— (12+<)+8 

3. An dem würfelförmtgea Complex seien alte quadratische SeilenflScben 
durch nngofügto Kroisse<}fmente so erweitert, dass jede Seite mit ihren vier 
fltJgelarligen Ansätzen eine Kreisfläche bildet, so wäre 8, / = 36, 
»I 30, al»o $"' =■ 2. Tbeilte ouia jede quadratische Seile durch zwei Dia- 
gonalm in 4 FllahamUlcko, m arMalte imn anf |eder Seilo «inen nonen Ponk^ 
abo 14, aar jeder Safte vier na«e Linien, aiao /ss 60, nnd alatt Jeder 
der 0 qaadratiaeban Flldwn 4 draieekigo FMeben, abo ms=:48, nnd ea 
wlre wiederum 14—60+48 2. 

4. Schnitte man, wie Fij,'. 53 andeutet, mitten an jeder Kante eines 
Würfels einen kleineren Würfel , dessen Kanten weniger als ein Drillhcil der 
Kanten des ganzen Würfels betragen, heraus, so würde die Zahl der i'uukte 
betragen 104, der Lhdes Idl^ dnr Flldien 54, nd aoadl ebeofidli f^^iOi 
—166+54 =s 2. Man benn «iab Mebt dnreb NaehiKblen davon ttberaengen, 
dam die Diebrim alel« den Werth 2 bewehrte, IUI« nnn >lnU an allen 12 
Kenten nnr en einigen oder atoer soiebe Anaaehniti« anbrtebte. 
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5. An einer einem geölTnelen viereckigen Küsten älinliclien Cunfiguralion, 
wie sie in Fig. 54 dargestellt ist, denke man sich den etwa von dem Holze 
eiiigenommeneo lUnin «1« im abgegreosteo Kdrperraum des Complexes, ge> 
lijidcl durch 2 in einaiider gMebobeoe Plunllelepipeda, dem nntnr« Horitoo- 
tiNIlcheii im die Diciie der Bodenwand von eiunder entiüH'ut Uefbra, ebamo 
wie die aufrechten Flächen. Den Deckel bilden appendicnlire Linien nod 
Flächen. Die obere rf>hmenförnii<re Kantenfläche des Kastens, wird zunächst 
dem Dp< kel durch zwei Linien f und g in 2 Flächen zerlegt. Ohne sie würde 
diese Kanlciiüacho cyiiludisch sein und den Complex der hier gcfurderten 
Kategorie entrücken. Eine jener swei Linien aber würde sciion genügen, 
dieser Fllcbe den geforderten neyUediaeben Znainnd wn verleiheik Dieser 
Complez bietet nun 26 Pnnkte, 42 Linien nnd 16 Fileben dar, abo IM 
0"^=^ 28—42 + 16 ^ 2. 

Die (unstallhiirtf 1 Wegnalime der beiden Linien wTirdo die Zahl der 
Funklo um 2, der Linien um 4, der Flächen um 1 veraiindern, und dann würde 
die Diakrise, da /-J-n» = 26 — 38-j-15 = 3, aufhören 2 zu sein. Lassen 
wir dagegen nur eine der beiden Linien f und g weg, ao bleibt die Diakrise 
— 27—40+15 «2. 

6. Eine Cyünderillcbe aei nn beiden Enden dnreb nwei beiaflldien ge- 
schlossen. Ein Punkt des einen Kreimmfangs sei mit einem des andern 
durch eine auf der Cylinderfläche gezogene sich nicht kreuzende Linie ver- 
bunden. Ohne diese Linie würde die ('yÜnderfliiche cyklodisch sein. Der 
Complex besitzt 2 Punkte, 3 Linien und 3 Flüchen. Die Diakrise ist also 
s 2. In Fig. 55 iat die Cylinderfläche durch eine itrumme Röhre erseist, 
die kreiafdraigen Endflicben an Kngdaegnmlen erweitert. Anf der Piiebe 
der Röhre aind twei SehmnbenUnien in gieiehen Sinne lanfond genogen. Be 
iat *^ 4, /==6, m = 4, fl'"-. 2. 

7. .\uf einer einen ocykiudischen K(>rperrniim beg^renzenden, übrigens ir- 
gendwie geslullclen Fiiiche ziehe mau von einem effectiven Funkle aus eine 
sieb nirt^end kreuzende Linie nach einem »weiten effectiven Funkle, so bat 
man & = 2 , / = i , m = 1 , also a= 2. Unn nehme nnf der FBlche Mir 
einen effeeihren Pnnht nnd siebe eine bi aleb sarttcklanfende Ltaiie dnreb dieaen 
Punkt etwa b Gealnk der Fig. 43, ae bei man ifr b 1, I s t« m = 2, alao 
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ff" = Man nehme endlich nur der Fläche leHiglirh einen effectiyea Punkt 
an, so hüt man A — I, / — 0, n» — 1 und 0"' — 2. 

32. 

Dns erste der vorslehiMiden Beispiele bat gezeigt, wie der Eulcr'scüo 
Satz von den Polyedern ein specicller Fall unseres Lehrsalzes in Art. 30 ist. 
Wir erinnern daran, dass sich der Euler'sche Salz gleichfalls in dem früher 
(Art. 22) gefandenen Satie (1) eingeschlossen fand. Die nahe VerwandtschaA 
der Mdm SMm» jwm d«s Art 29, bestglieb auF einen Uneer-Con^lez in 
dar Fliehe (Ekto» oder Kugel) ud dleaea dee Art. 30» baillglidi anf einen 
Pllebaa-Complex im Räume, springt schon an der in beiden aurtrelenden Dia- 
krise 2 in die Augen. In der Thnt, die BcschalTcnheit des Complexes in 
Art. 22 bleibt dieselbe, mag die ihn tni<rende Fläche eine Ebene d. i. eine 
unendlich grosse Kugel, wo das Flächen - Aniplexum ins Unendliche ausge- 
dehnt isl, oder mag sie eine Kugel von endlicliem Radina aeiu, wo die an- 
plexe Fllebo, wie die lihrigen Panellen oder Fdder, endUeho Anadehnnog 
hat. Die Kugel darf dnreh jede andere allaellig geaehtoaaene, einen aeyklo- 
diMhen Ranni ehuebliessendo Fluche, beispielsweise die Oberfläche eines FiH 
lyäders, ersetzt; und der Complex gleich dem Kanleimetr elties Polyi^ders, 
insofern wir in ihm ausser den Funkten und Linien auch die Felder gezahlt 
haben, in weiche er die Fläche zerlegt, ein Flächen -Complex im Haume ge- 
naMt werden. So »teilen sieb also nanmebr beide Arten von Complexen als 
soMie mehen-Complexe dar, in welehen die Flleben den gefanMulen Ranm 
bi tw«i aofblodisehe TbeÜo ecbelden, vnd der Untaraehied bleibt Mlglleh der, 
dm im Complex des Art. 22 alle Fliehen der Grenze zwischen beiden Räu- 
men angehören, wie es bei den ^ewrthnlirlien Polyedern der Fall ist, wiilirend 
in dem Complex des Art. 30 ausser diesen Grenzflächen auch noch andere 
mit ihnen in appendiculärer Verbindung stehende enlballeu sein können, wie 
die letaten Beispiele nehribebn Flllo der Art vorgefahrt haben. OMar 
üobl dio dar In Art. 22 (I) geTandene Salt, den der Bali in Art. 80 nor 
alt Speeiairaa nntar steh begieHl, tnilar den too uns bb JeM nnligenihrton 
SMmo doa Enief'sehen flMno m nlehalon, wiewohl er ihn, wie horelli 

7 
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hervorgehoben, ia niehrfacbor Hinsicht an Allgemeiabeil Uhertrifft Uebrigens 
bedarf M kaam dar Bamerkan^, daas in «nsetM Beweisen dieaer, wie dar 
apiteraa SBtse bot die topologiscb« ArgMenlalioa der SUnal-Analygls um! 
kflkwiM in «ngarm EBnnt geometrische HttlTesatze (wie bei vielen dar mU- 
berigen Begrtndmgaii des Boler'adMii Salses) sor AawMidiug kraniii. 

88. 

Bevor vdt nr BebadUmg der velliiU^eB CSooploxe flbeigeliafl, wird 
ei eicht ooiweoiKnaMig leii« die vier in den AilL 27—30 geveaaenen SiIm 
nooh einmal In einer Oebersicht vor Avgee ra etellen, wobei die in Klammern 
gesetzten Zahlen den von der Zahlung ausgeschlossenen Curien angehören. Es 
M durchweg nur Ein Complex mit acyklodischen Constituenten vorausgeeaUL 



rarIif»l-t'omp!ex. 


Funkle. 


Linien. 


Flächen. 


Riume. 


Diakrise. 


1. Linear-Gomplex 


k 


/ 


(0) 
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8. Ftacben-Complex 
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4. FUeheo-Coinplex 
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34. 



Am den beiden lalninn deeer SMm werden wbr non Mebl m deai 
generellen Ceosee Müebil Elles Conplexea aeyidodis^er CoMlilaealea ge- 
langen, in welchem die 2abl denelbee in allen Cnrieo bdiebig gross ist. 

Lehrsatz. In einem Complex acyklodiscber Ck)n8titaenten ist die ZaU 
der Punkte und Flachen so gross, wie die Zahl der Linien und Räume. 

Beweis. Die Zahl der Punkte sei a, der Linien b, der Flächen c, der 
RlBiDe 4, so ist «I beweisen, dass a—b+e—d = 0. 

Der Conplex enlhllt «uear de« ampleKeB Raaae 4—i begramle KAr- 
perrliinie. Man aeriege denselben ia d—i Coapleate, deren Jeder ebien der 
4 — 1 begrenzten Körpatrlane des gegebenen Con^exea ealbllt, nebst den 
Grenam, die ihm in uageibeillen Conplex aukoHuneB, md eiwa Torbaadenen 
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ifimidiMüarMi FtodMB niid UaSm, in beUdiifer Ordsmig, jadoeb M| dan 
Mdi AblAMUf jßtm Tbwk 4«r wyktodiidi« Zntaiid d«0 die IlMgM Mch 

iiBgctrennlen Theile umgebenden Amplezums unverteirt bleibt, whs dadurch 
geschieht, dass man I)ti jeder der successiven Trennun<Ten einen sulclien Kör- 
perrauni wühlt, der durch einen Tbeil seiner Gesammlgrenzo mit dein Amplexuin 
durch den übrigen Tbeil mit den übrigen noch aogetreaalea Kdrperraumen 
d«e Conplexes in CoDUgeu stebL Dum erbftit nmi 4—i Fliebeo-Complexe 
ven der Art dee 4. mnerer verigee Lebnltae ud ^2 swiediM Je elBem 
und den ttbrigeii der i — 1 Tbeile geaefauebeAHobe FÜebeB-Compleze tini 
der Art des 3. Salzes. Bezeichnen wir die Zahl der Punkte, Linien md 
Fliicben des ersten Theiles durch ki , Ii , mi , des zweiten durch *2> ht '>*2 
u. s. w. und ebenso die Zahl der Constilueuten im ersten gemeinschafUichea 
Conipiex mit {k)i, (m)i, im swelten mit {k)z, (f)z, («js u. s. f., so bat 
man nach dem 4. Satze (Art. 30) 

für den I. TbeU iSti — - + »»i = 

2 *l~fi + «iÄ =r 

ele. 

d— lleB Tbeil .... i^^—f,., +«^ , = 

wo rieb dee SummelieBweicbe» eaf die Sullze von 1 bii 4—1 beeiebl. 
Neeb dem 8.Selie (Art. 39) ober ist in dem gemeiMoballliebeB Complez swiMbw 

dem 1. Tbefl n. den ttbrigen (*)s — (Qi -f ffii)x = 8" 

a (*). - (0. + («)e = r 

ele. 

d-.2. TheU u. dem letzten {k}^^— (1^_2+(w)j,2 = ^" 
also -2(A)rf-2--^V2+'^X»)*-2 = (''-2)ö" (8) 

Nun ist aber 

folglich OAter Zmiehnog von (7) nnd (8) 
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a-^+« = (d- |)r-(i»-2)tf* 
1h aber mcIi ilen 4 uiserer obigeo Sätze 9" — 1, 9"^— % iO i«t 
a-6-j-c == 2(4— l)-(rf--2) == d 
oücr, was ku beweisen war: 

35. 

Bei^ele zu dem vorigeo Salze. I . In jede« gewttluiIicheB durch iunere 
Puiikle, Linieo uud Kbeneo in polyedrisclie Räume gelheilten Polyöder isl die 
Zithl siimmtlicIxT Eckpunlite, der inneren wie dor äusseren, plus der Znhl 
buniiüllicher Hachen, weniger der Zahl suBiiullicber hunleulinien um die Lin- 
heil grösser als die Anzabl der puiyüdnäcben Tbeile, oder wenn die 2taäi 
der Eckpimkl* durch S, der FMcben dnrch F, der Kanten durch A nnd der 
poIyMriieheB Theile dordi P hesdcbiMl wird (wo also 9^Sf b -=^ A, e= Ff 

S-\-F— A + P-\-[ 

Dies isl die von Ciiucliy dem Euler'sclien Sntze gof^tlionc i'>weilerung 

Nehmen wir einen Würfel, der durch baibirende hibencn parallel zu sei- 
nen Seilenflilcbea in 8 kleinere Würfel getbeill ist, so haben wir a = 27, 
6 s 64, cb86, 4s9, wo 0<}-e s ft+dL Thefleo wir obonio jede 
Wttrfebeile in • nnd den WflrM in n* Theile^ so kommt « = («+!)*, 
b=3n(n+\y, c = 3ii«in-t-l) und!rf=»»+l WO gMehbUa (•+!)• 
+ Sun in -f 1 1 ^ 3n i « f 1 ) 2 4- „.i 4. j 

In einem Oktaeder, durch innere riiichen in 8 dreisoiligo Pyramiden zer- 
legt, deren Spitzen in einem beliebigen inneren Punkte liegen, während je eine 
ihre Bnais in einer OhMderOlche Södel, sind 7 Pnnklc^ 18 Linien, 20 Fliehen, nnd 
nnwer den Anpleynn 8 telraüdriaeho Rinn», nnd 7 -1-20= l8-|-8-|-l. 

h einen Uoos Ton Dreiecken nnwAloiBenon PolySder, wie TelnMer, 
Oktaflder^ Ikosaäder, findet sich die Zahl der Punkte und Linien aus der Zahl 
der Flndiea mittelst des 4. der obigen Sitae (a. Art. 33). De nümiich in 

t) JoanMl de l*Ecole poljtechaique (16. cihier] Tone IX. pag.77. Vgl. die Aoak 
in der Binl«i(ung so wie Anai. au Art. Ib. 
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k—t-^m— 3 Jetzt off^Bbar Sa = 2/ wird, so erhalt ose k st 2-)-|m ud 
I s |m. (Die Fllebeimlil kann in dietea Plane oor eine gerade Zelü aeia). 

Zieht man nun von einem Punlito im Innern des von m Dreiecken begrenztes 
Pulytidcrs gerade Linien nuch sämmtlichcn A* Eckpunkten und (heilt das Po- 
lyeder in m dreiseitige Pyramiden noch Art des vorii^en Falles, so erhielt man 
k-\-l Punkte, l-^k Linien, m+l Flächen und m-^i liäume (einschliesslich des 
Aiiipiexums). Es ist also a = 3 + ^, b — 2-i-2i)f, c = |m, d — m^- i und 
a~-^+c-d=iO. För » = 8, wie im rerigen Falle wird ««=7, As 18^ 
e SS 20^ il SS 9, arte Terber. FOr dea TalreSder wird «»5, bss. iO, ess IQ^ 
das 5, für das Ikosaöder <i ^ 13, b 42, c ^ 50, d= 21. Für einea 
von IG Dreiecken begrenzten polyedrischeo Körper, wie er mis Fig 37 her- 
vorgehen würde, wenn man die beiden fünfeckigen Grenzflächen durch je 
zwei Uiagunukn in Dreiecke zerlegte, ist lo dem den vorif^en analogen Falle 
der Zerlegung io 16 dreiseilige I'yramideD a=ll, 6=34, c=AO, d= 17. 

Aber aaeb jedes gewttbaliebe Polyüder, aeioe ai Seitedbofaen aMgaa 
Draieeke aaia oder aiebl, gibt dareb die Zeriegaag in ■ Pyraattdaa aiü ge- 
meinschnftlicber Spitze im Innern des Körpers, wenn & die Zahl der Ecken 
und / der Kanten des unzerletjten Polyeders, wie vorher, <i = <r-^l, b=^l^if 
c=;in+^ und d~m-\-l und es ist wiederum o-j-c -= 

2. Es sind im Räume n Kugeln ausser einander liegend gegeben, auf 
jeder Kugelfliebe eia effecliver Paakt. Alle dieae n Punkte sind mit einen 
ebnigeo n+lten Fankte, der aaaaerbalb jeder Aigel Hegt dereb beliebige 
Uaiea, deren keiae aieb aelbtt kranal, verbaadan. Oieeer Coaiplaz bat m-^i 
Paakte, II Linien, n Flächen und «+1 Räume, also a + c — b+iL Setale 
man in beliebig; vielen der Kugeln noch eine Verbindunir-^Iinie zwischen ihrem 
Uittelpunklo und dem cifectivcn Punkte ihrer Oberilüche hinzu, so würde da- 
durch die Zahl a und die Zahl b um gleichviel vergröäserl. 

8. Zwei SyalaaM concenlriseber Kugeln, Fig. 56, daa eine n, dea an- 
deae Kngeta aathaltend, berttbrea aldi von aaaaea la eineai elfocUyen 
Paakte, webker der Plleke der grOsatea Kngel in jedem Syilaae angebM. 
Dieser Berührungspunkt ist in jedem System durch eine, jede umscbloüseae 
Kugel nur in Einem Punkte durchdringende Linie mit deni Mittelpunkt des 
Syalem« verbunden. Dieser Complex, desaeo CiNUlituealen all« acyklodiacb 
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•iaili M M-t-n'+l Funkle, m-i^ Linien, n+i^ Flüclmi wid n + n -f 1 Blon«^ 
•too ist wi«dBr Ein« danl MilMpaidUe 

relegt* iduieMeBd« Ek«M, walelM inglflieh dl« vorerwütalm Verbiadmig»- 

llnien enthalten soll, sei durcli die grösslen Kugeln nadl «OMeii begrenzt, 
erstrecke sich also nichl in den nniplexen Kaum. Dann Itommen keine Punkte, 
aber h-\-h' Linien, 2n + '2n' Flachen und w-fn' Räume liin/.u , j^o tins? also 
a<4-c = 3 i^fl-|-n'j-l- 1 — b-{-d. Wird die sciiuoidende tbeno in den uinpiexen 
Raun mr Flleka diws KreiMs erweftwl, der die lueereii Kofele in 2 Ptak- 
leii iMraIrt, so kowneo iwei Ptuiite, vier Ualen und swei cppeadiciilere 
Rieben Um«, und si Ueibl Innier noeb o — 6^>e-- rfssQ. 

4. Zwei Ringkörper greifen verkettet In einander, Fig. 57. Jeder ist 
darcii eine dio OeHnun;]^ des andern schtiessende Flüche durcbscbnitten, welche 
selbst mit ihrem Ringe eine cyklische Grenxlinie ;;ernein hat. Beide Schliess- 
flicben schneiden einander in einer Linie, deren Endpunkte »uf je einer Ring- 
obsHIIebe liegen and die vier eykUsehen Grannen der beiden SeUiessdleben 
aeykiodisQh mnehen. Die Dvrehsehnittslinle mnebt beide Seblieeiildiea «elbsl 
acyklodisch. Die Ringkörper sind vermöge der in ibren Innern gelegemn 
Theile der Schliessflttchen acyklodisch. Vor Hinzufägong noch anderer in der 
Figur enthaltenen Flachen besteht der Coroplex aus 2 Punkten, 5 Linien, 6 
Flächen und 3 Küumen, wo 2-t-6 = 5-{-3. Schneiden wir jeden Ringkurper 
nucb an einer andern Stelle, wie die Figur andeutet, durch eine vierseilig 
begreoite Fllebe, no bestebt Jetit jeder lUngkörper wegen des bi seinen In- 
nern betndlieben TbeÜs der nenen SebniNlIebe ans 2 KArpeninnen, so wie 
seino Oberflidie nns 2 Flächen, und wir haben asl4, 6 = 2l,c=ssl2, 4—6, 
also wieder o— — d — 0. Man dürfte Jetzt — ohne Gefahr einer ent- 
stehenden Cykloso — den im Innern der Ringkörper liegenden Theil der 
Schliessfliichen herausnehmen. Durch die Wegnahme in einem der Ringe 
würde c und d zugleich um 1, dorcb die Wegnahme in beiden Ringen um 2 
vermindert f wibrend « nnd 6 nngeindert blieben. Die GMcbnng des Centis 
aber bliebe verilinfct 

Nach Wegnahme der oben gedachten beiden Flächen dürfte man nicht 
wiederum auch dio ini Innern der körperlichen Ringe beOndlichen Theile der 
vierseitigen ächnittflichen beeeiügen. Es wtirde dadnreb iedigliob o um 2 ver- 
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ringert und unser« Census- Gleichung unrichtig werden, was «Uber ruiiren 
ward», im nanntlir dl« ringfSraiifaii Ktorperrtaim cyUodiidi ftwordeB 
Wim und MHBit der Bedlngiuig alehi ««br gratigt wflrd«, tu wclelu» dlo 
Wahrb«it des durch die gegenwärtigen Beispiele zu erläuternden Satzes g«> 
knüpft ist. Stellen wir die eben gedachten Flächen wieder her, beseitigen 
aber die ousscrhnlb der Ringkörper liegenden Theile der Schliessflächen unter 
Beibeballung der Linie, die vorher ihre Durcb'scbnitlslinie gewesen, so sind 
xwar die Ringkörper oder ihre constitnirenden Theile acyklodiscb, aber das 
Amptexim Wirde sweifiMh eyklo^sdi werden. Dareh Venriidecug ooi 2 
des Werlhfle too 0 anein, wttrde lidi wiedenua die Ceii«M-6leielNiiig au 
gleicbem Grunde nicht verificiren. Eine ausserdem versachle Beseitigung der 
erwähnten Durchscbnittslinie würde, weil jetzt das Ganze in zsvei Conplexe 
»erßclc, ebenso wenig eine VeriOcalion der Gleichung herbeiführen. 

Diese und ähnliche im Vorhergebenden eingestreute Bemerkungen mögen 
dienen, die Bedealaog des Üb jetzt noch ausbedungenen acyklediscliea Zn- 
slndes ilnallldier Conililnraleii des gegebenra Cooplezee Id eoacreten Fkl- 
km aocii neiir herrortrelM sn lassen. 



36. 

Lehrsatz. Sind p Complexe von ucyklodischen Constituenten gegeben, 
deren (iesauitutzabl der Punkte a, der Linien 6, der Flächen c, der Rfiume d 
ist, so ist o-^^O^^f—U 

Bsmir. Wir beneieluieB IMr die einnelnra Cnmpleze, In gani beliebi- 
ger Ordnnng genoinnmi, die ConsUtnettten Ar den ersten, dnnA «„ A,» c^, 
rar dra sweKen dnrcb a^, b^, c^, u. s. F. in jedem die Raua-^ZaU 4^ 
oder u. s. w. so verstanden, als ob der Complex allein cxislirte. 

Durch Tilgung der Flachen , Linien und Funkte eines Complexes hürt 
natürlich die £xistens des Complexes selber auf. Alle seine Constituenten 
der Tierlen Cnrie aber, die so Iba nnler einander bi Coutigenz waren, weiw 
dm dadnreh an enieni einnlgea RanoM Tecscbmohen, gleiebviel, ob dieeer 
Banal das Amplexnn oder ein eineni anderen CoagiaaL angeMIrlger Knns». 
mnn sei. Die Wegnosning iigend eines Compleiaffi dessm Nnmens der 
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▼ieri«n Curie dr ist hat demnach di« V«niii»deffuag der Gesammlsahl d am 
4f—i «V Folg«. THgeo wir «Ira udi md uch die CSoopl««, lo ▼«rariii- 
dcrl sieb bei J«d«r WegtdMflbng «iMi Com|ilexM die Tolal>ABMlil d u 
•Hl« Zaiii, weldi« 1 wenlfer betrSgi als die RaumziU de« gelilglea Coni- 
pkxei, und nach Wegrflumang aller Coroplexe bleibt oeMfüch der leere »tn- 
plexe Ranm allein übrig, oder nlle Tilc^tuiiien bewirken eine totale Veminde- 
rang um ä — 1. lo Zeichen ausgedruclit haben wir also 

die SiPUMtioD «of alle Snfflxa vod fl bis /> ausgedehnt gedaebl. Dies gibt 

d—i ^Xdf-p 

oder Sdf=^d^p-\ (9) 

Naeb dem Torbergefaenden Lehrsatz ist nun für die eioselaea Coaiplexe 

0,— A; + rj— rf, — 0 

etc. 

af~bf-\- Cf — df = 0 
alio Xo^S^^Xef—Sd, =r 0 (10) 

Bf lal eber offenbar 

Unter Berttcksicbtigung dieser drei Sumoienwerilie , so wia des vierlen, 
oben gefundeoen (9) folgt aus (10): 

»+e d p +t — 0 

oder, was so boweisoo war: 

a — b-\-c — d ~ p — 1 
Der hieniiil gesclichrno Schritt tur Ausdehuuiiir des Satzes ia Art. 34 
auf den Fall einer beliebigen Zahl von Complexen ist so palpabel, dass wir 
ans fUglich der Vorrtlbning neuer Beispiele Uberbebeo dOrfen. Ans deo auf 
BtaMtt Coiiplez bertgllcbeii Beispieleii des Art. 86 ksoB naa mcb BaNebe« 
ndirere Cooplexo secbuiv oder bielnlT coAnalireBd aeo eb awa and dama 
die Gleichung des gegenwirligen Salzes verifioiren. Auch ist es fast dber- 
ilttssig aa imnerken, daos der Sets für p=: 1 io den vorbergaiieBdeo des 
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Alt 84 flbergeht, m «!• im «r moh für den FMI jr s 0 gilt, wo «ssA 
fsstfssO, tfss 1 toL 

87. 

Dw gMtralk GiMw Mr iffMi «rialw Cafcylwtj' 

Nachdfl« wir dl« «llgemeine Relation ftlr den Census solcher Cdmplexe 
gewonnen haben, deren Constituenten sämmtlich acyklodisch sind, gehen wir 
oun an die Untersuchung des Einflusses, den die Cyklose in den Constiluon- 
ten gegebener Complexe auf diese Relation ausübt, um dadurch su dem ge- 
Derülii'ß Genius irgend wie beschalTener Complexe zu gelangen. 

Bisher haben alle ConsUtueolen zum Ceosus le4iglich mit ihrem Numeros 
coBoarrirt, d. b. j«dflr Conililimrt ilUt* ab JBinlMit in lainar Cnrio. Sobald 
wir, wie Jatat f oaehohott »oll, die btoberig« EiMcbrlnkiuig in der Bfloohaim- 
beit der CoaeUluenleB fbUen laaaen» wird der Beitraf ebiee GonalitoMlen in 

Aligemninen nicht mehr 1, sondern eine Zahl leiB, welche aus der Einheit 
durch einen Zusatz hervorgebt, der lediglich für acyklodische Conslituenten 
Null ist Wir werden diesen Zusatz abgesehen vua seinem Vorzeichen, wel- 
ches aus den weiteren Betrachtungen von selbst hervorgehen wird, iu dea 
eiaMlnen Cnrien mit a, S, y, i beaeiduMO und ilm, so wie die Soanie der 
giUHa in Jeder Oirie, dM AIMM ne^en« Dareh dM AttribottT wird 
des nmerattren Btenent dea Cenaua gioiebean ein leialoriaebea biniogeillgL 

ftettan «ir ma Torant nr Ve r a in Hac b wig dar AifnmeiridUon wieder 
«oMiBk obT dae GeMat Ctaiea Coaflexet, Alf wdeben naab Art. 84 bn Falle 
ledigtteb aejklodlNber BeatandaMoke die Relaüon 

o_A_}_c rf = 0 (11) 
gilt, so wird jetxl, wo der Beitrag der einzelnen Constituenten allgemein in 
der ersten Curie 1-f er statt 1, in der zweiten statt 1, in der dritten 

1-1-/ atatt 1 «nd In der fierlan 1+^ alatt 1 aefai aoU, jedes der Tier Glio- 
der dar Caama-Gleiflbnnf (11) niebl mehr die Moaee Anaebl der CooaUlnen- 
tan hl dar eilqpiwhonden Ooite, aondem die Semale der BeUrige aller in 
einer Curie conlribuirenden Constltoeoten sein müssen. Bezeichnen wir die 
neuen Glieder der Ceaana- Gletebnnf dareb B, Ct wihrend oacb wie 

8 
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vor • dl« ZaU d«r Pohle, * iw Uakm, « 4ar nidiw, 4 i» Vilue te» 
deaMi ibid Ihmt die Attributive der eioKelnen ConstituealMi in 4ar niipti 
Corte «j, «2, a, io der sweiten , " - ^i. >■ ^ dritten 

y^, ... j'e, in der vierten S^, S^, ... und endlich die Summen Sa» = a^ 
— S, — y, = 9, so muss offenbar das Aggregal (a-f-a) — (A + ff) 
^{(ij^Y) — {d-^d), sobald sämmtlicbe AUribuUve Null werden, in a — b-^c — d 
übergehen, ym wslditn in Art. 84 iMwiMMi wwdei^ dan ss 0 lit; mit 
•ndeni Worten: die bisborigo Censiu-GlelclNUiff (11) für oüion aejUonnli- 
leben Gomplox gebt in gegenwirtigen «llgemelneren Pnila ein« cyidonMÜ- 
edien Coiniplozoi in ^o allgemeinere 

A-B-^C—D=^Q (12) 

Ober, wo 

B^bJ^-C (13) 

Wir bezeichnen nun Ferner die cyktomatische Zahl der einselneo Con- 
stilaenten in der ersten Curie durcb x*^, x9^, xg, ... x^, in der xweilen durch 
«i', Sj', ... Xj', in der dritten durch«/', x^', ... Xe", in der vierten durch 
Xj", «ji", ... x/* und ausserdem für die Constituenten der dritten Curie durcb 
iTp ir,, ... «v> peripbraktiMhea Wartb 1 oder 0, jenachdeai die Flicb« 
periphfakM M, oder Bichl, ao wie oniUch die Soamien Sxl, A^', Xk^, 
Ski" ^ ^0 <^t «; M M nawnehr die AableU 

iaag des «of etnen beliebigen Comdex besflglicben allgemeinen Theorems 
des Census vorbereitet, welches wesentlich nur die Abhängigkeit der Attri- 
butive von der topologisclien Natur der Constituenten, d. i. von üirer cyltlo— 
laaUsehea und peripbralitiscbea BescbaiTeBbeil aacbzuweiseii baL 

88. 

Lehr$aU. In der auF einen räumlichen Complez TOn ilgond wie be» 
MbaffenM ConatÜnenten besüi^llchen Census-GIeicbung 
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wi» A s= fl+a, B = A+f , C SS i) d-^-dj ergibt sieb 

r r 

WO r eineo beliebigen ganzKahligen Index bedeutet, und somit auch 

« = — »• 

oder: dns Attributiv ist in der ersten, zweiten und vierten Curie gleich der 
cyklomaliscbeo Ordnuogszabl negativ genommen und in der dritten üurie gleich 
der periphraktiscben Zebl mioQS der cykiomatigcben Zahl. 

^mk, ' Wir ftbm dirch di* «fordefBcbei Dialysen, waA Anweimt 
dar in das Artt. 7 Ms 25 «rilMkeafln AMaitt» ym der G^o«a, dar Otalyae 
und dem Diagramm, slmmtHcbe Constituenten successive in den eincetnea 
Cnrien, mit der ersten beginnend, aber innerhalb jeder Curie in beliebiger 
Ordnung^ auf den acyklodischen Zustand zurück, um dadurch neue Complexe 
zu erzeugen, in welchen eine oder mehrere oder alle Curieo tbeilweis oder 
gImJicb acyklodiscbe Bestandtbeile enthalten. Von den doroh die dialyti a che « 
OperalioaeB in daa aiaiabiaa CSonaSUiaalan «ia In daa-CartaB dem gegebman 
CSoBiplax hfanifaAlgtaB ddar aagaMnttran CooiHlMiitaD aMhaan wir bm dia 
«rforderlicbe RechanaolwII gaban, am daM dadardi bawirkten doppelten Einflusa, 
nftmlicb des Deberganges eykladischer ConsUlnenten in acyklodiscbe und des 
«rieichzeitigen Zuwachses an neuen Constituenten im Einreinen übersehen xu 
küunon. Das Gesammt- Augment bildet alsdann in dem gegebenen Complex 
offenbar einen Inbegriff von virtuellen Constttaenlen, welche, soliald wir ihnea 
daa Charakter dar BffeolivitU erthellea, den eyUomalfMhaii Comflex mü 
Binaaiaal Iii niaan acyUodisehan nmwaadala. 

In dar «ratai Onia fUll dia Radadloa wag» da dla Ptaakla almvUieh 
aeykbdlsch sind. Es iat nieht bloss and 9, aoadan aaeh daa AttrihaUr 
«r^ nad die AttribotivwimM a «teta.sOL 

8» 
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b der moeüm Cori«, der linieB, ist entweder = 0 oder = 1. Im 
entoD Fidle ietdieUnieeeyklodiBdiaBd €; = 0i In iwettau M aie eyküieb 
ind wird dmdi eiee Dielyee eeyUodiich. Die IHelyM beeleht in einen Pukte 

an einem beliebigen Orte auf dem Cyliius. Jede solche Dialyse in der Curie 
bewirkt also im Complex einen Zuwachs von einem Punkte. In der sweiten 
Curie hat mithin die Keduction eines beliebif^en Constituentea einerMils dea 
Uebergang von B in B — «ndererseils ein Augment von 

x/ Punkten 

und die Redaciion eller ConsIHnealeB einerseMe d«ii Uelieri^ von J7 in B-^ 
enderereeiti ein Augnenl von 

*' Punkten 

zur Folge, während in der ersten Curie bei dem Uebeigiinf von A in Ar—<^ 
oder in A — a dieser Zuwachs Null war. 

In der drillen Curie, der Flachen, kann *^ Null oder jede ganze posi- 
fire Zahl bedeuten, der Werth von aber kam entweder 0 oder 1 sein. 
Wir «rthellen der Plttoke eKfocderUcben Falls das l^Mia. Purc^ diesen Tkeil 
4» BodncliOB w «inen Mieipigett ConsMlBeolon orwiehat den Conplox der 
Zawachs von ir, Pnnittan und durch die Operation an simmtUchen Constituen* 
ten der Zuwachs von it Punkten. Die Dialyse einer Flache besteht in einef 
acyklodiscben Linie, welche entweder zwei neue Punkte , auf bereits acyklo- 
discbe Linien fallend, und dadurch zwei neue Linien, oder eincQ solchen 
Punkt und dadurch eine neue Linie oder keinen Punkt und keine neue Urne 
den Cooiplez UuillNlI. M« Dialyen kewirkt deo einen Zmaln tm dMr 
Linlo wd ensaevdeM eine« ^Mtn voa gMehviel Union nnd Pnnkimi and ao- 
nü nlle Dialysen einer beilebtgen Fttdie von der oikkmaliaclie» Zahl einen 
Zasata von x"^ Linien nebst gleichviel (wir setzen Linien und Ponkteo. 
Die sämmtlichen Dialysen in der Curie werden mithin einen Zuwachs von *" 
Linien und daneben von gleichviel (wir setzen m) Liruen und Punkten zur 
Folge haben. Unter Mitbertlckstchligung des Tremas ist sonach die Wirkung 
der Radaelion einer beliebigen Flicke ekuuraeile der Debergang tob C in 
C-^^f a n fcin w s i ti ein. Angnent von 

«/<|>oi. Linien 
ir,+in^ Fttnklen, 
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wd 4* VfUamg im vMhMÜtM KtimUkm dar gwMMn Onto ti am ti ta dir 
IT<ibirfiig fon C ii CHK« >odfliwNto «in Angmral tob 

/'•fai LiniM 

?r + m Pnoklen. 

In der vierten Cmifi, der Räume, besteht jede Dialyse in einer acyklo- 
diseben Fitfcbe. Diese augmenlflre Fläche fulirt im Allg^emeinen / neue Linien, 
welche bereits acyklodische Flächen durchschneiden, und k neue Punkte, auf 
bereits acyklodische Linien fallend, ein. Die / neuen Linien bewirken durcb 
«Do Zeraehiieldiipg acykiodJteher FlielieB efBM ZomtB rm i FUdMii, and die 
k nefwn Punkte dnrob die Zertbeilnag «c^lodifcher Lfaden efoen Zonls von 
k Linien. Der Zmnwto in Folg» niiMr Didys» wird ntoo Min: eino Flieh» 
and daneben / Flächen, l+k Linien und k Punkte, d. b. ausser einer Fllelm 
ein Zuwachs von gleichviel Flächen und Linien und ein anderer Zuwachs von 
gleichviel Linien und Punkten. Ein Raum, dessen Cyklose von der Ordnung 
x^" ist, wird also durch seine Keduction einerseild den (Jebergang von J) in 
D—i^ Mdonnalla «In AngnMHft> wm ■ 

s/Hrn^ flielMn 

4-«^' Linien 
n^' Ptanlten 

TnnuMwhnnf nd din Folgn der dnrcbgängigen Opernlinn in d«r vinttan CSnri» 
wird nein «in«ra«Mf der Uebergnng von D in D'^ nnd andnrandls ein 
AngaonI ynn 

/"+n Fliehen 
n -|- m Linien 
m Punkten. 

Die hierbei mehrracb zur Bezeichnung gleicher Zuwacbs-Anlbeile in zwei 
benachbarten Ourieo gebrauchten Zeichen k, l, m, » (mit oder ohne Affixe) 
können sowohl Null als jede beliebige ganze positive Zebi bedenlen. 

Der ursprünglich gegeftana CofliplaK hnl jelat dnreh din Rndnetion in 
den vier CMnn «Inn Rdhe tob SindiM oder FhnMn dnreliinnfin, dio wir 
nn« den Icfclg^n dnr «innolnen Opemüoneo leicfcl iberUcken. Nennen wir 
den CoMplox in Min«» «rffengliohea .ZooUuido W nnd selna meengitvea Phe- 
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•M : W° waA der RmliietioB d«r «rstea Carte, Mcb der Reduction bloss 
deg fim Ci o imUnwUwi dar entan Carie, IT uoh dtr RedkMihM dar «ntoi 
ud sw«it«B Garte, Wj aaeh dar Radnelkni dar «ratoa Carte and te der 

mweiten Carie bloss des rten ConstituenteD, a. s. f. also W" den finalen Zu- 
stand nach der durchgängigen Reduclion, so haben wir nsch dem BUberigen 
folgenden Bestand an Consliluenlen des Complexes in seinen aao<;«aMvan Fhatai» 
Der Complez in der Phase iinr.Mlucirt reducirt 

W enthält Punkte « 

Uaiaa b 

Ftoabaiia 

BiaaM d 
Wl entbiU Ponkl« a— 1 Pank! 1 

Linien 6 

Flächen c 

Bäume d 

lf<» «alhah Ftad^ • 

Lintel b 
Flleban e 
Rlone 4 

«olblll Punkte a-l-«/ 

Linien 6~1 Lijiie 1 
Flüchen c 
RlMBia d 

W* anthlU ; . Punkte u-^m' 

\ Ualao b 

• Pttchflnc 
Riaaia 4 

.epih&lt Punkte o4->r'+ 71-^ -h« 

. Linien 6-f>ae/'+M 

Fliflhatt Flioha 1 
Rlana 4 . ; 

. W" aalMII Punkte. «-hi^^r«^« 

Ltetea .6<f iT-H« 
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Dar Qomßn h wtnMIr i wj« ^ 

niehM« 

BluM 4 

«rihdi... Pwikl» a+«+ir+«-HiV 

: , . . LiBien 

Flächen c+»^"'+ll^ 

Rttome 4—1 Raum 1 

W" «nIhiU Punkte o+Z+w+m-l-«' 

Linien b'\-x' -^-m-^-n-^li 

Flächen c-hx"'+ii 

RSnnie il 

Waaden wir nan uoler Berückaicbligang, dass für alle redncirten Cod- 
sittoenteB das AttriluUv wegfiült, dto ailfaineiBe Censas - Glmcbung (12) an, 
■0 «riwItaB wir folgnd« (SMehngw Ihr dl» «tnebMi JPIimm; 



Ar IT .... A-^B^O-D =^ (14) 

. . . . (^«^_p+C— /> = 0 (15) 

IP» .... ff-jr^.C--DsO (16) 

ir;.... V(B-ff)+o-i> =rO (17) 

IK' (a+xO— *+<?-^> =0 (18) 

H;" . . . . (•+/+7r,+m )-(6+*;'+».; 4-:C-y^)-D = 0 (19) 

YT (a+*'-|-7r+m) -(6-|-x"+m)-Hc— i) = 0 (20) 



W; .. (o+*+7r+«+O-(*+''' + '»+»r + O + (c+<>«»r)-(^-«^J=0(20 

If .... (o+x'+w-|-i»+ii')_(Ä+*^+m + B+ii')-f(c+'f" +")—<' —0 (22) 
Aas (14) und (lö) folgt — 0 und da x° = Ü, so ist 

«^ = -»« ' (28) 

Au (le) und (17) folgt » 0» od«r 

Au (18) awl (10) folgt ^^—»^-Y^ = 0 od«r 

Auf (20) iuul.(21) folgt = 0 oder 

= (20) 
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Ebenso ergibt sieb aas (14) nnd (16) Ä—a = 0 oder, 4a aaeh j4— «s« 

und *o = 0. 

«B^j^ (27) 
«as (16) und (18) nach (13) aneh oder da B—b= S, 

f--^' . («8) 
«Hl (18) nd (30): C— «-hiT— «»»0, od«r da auch C-o = Xt 

?' = -«"+7r (29) 
«adlieh ans (20) and (22): D-d-^x'" =0, oder da D-d^d^ 

d^^-x"* ' (80) 

Mit doM CRelchoagea (23) . . . (30) M der Sota bewiaaaa. 

39. 

Die allgaaMine Gleichung (12) oder 

(o4-«)-(6+g) + (c-|-y)-(rf+a) = 0 
nllQjDt idso zu Folge des eben bewiesenen Satzes diese UeslaJl an 

" (,^_(6_,')^-(c-*"+u)-(i*-*"')==o ; (31) 

Von dieeer anf Bineii Comptox Imtt^ehan Cearaa-GleielMiBg gehen - 
wir iofoit anf den Fall einer beliebigen ZaU von Complazen Uber* der den 

VOratebondea als Speciairall wird enthalten müssen. 

Lehrsatz. Sind p Complexe von irgendwie beschuffenco Constituenten 
gegeben, in welchen die Gcsainmtzahl der Funlite a, der Linien b, der Flä- 
dieo c, der Räume d ist, und bezeichnen x^, x, x", x" io den eioxelBen 
Carien die Sanum der cyklonuliscben Zahlen so wie n die Sanine der pe- 
riphragnallscben Zahlen in der dritten Cnrie, so ist» wonn ^sa— laO, B^b—J, 
C = «-✓+*, D » dW: 

A^B-\-C—D = p— 1 

Beweis. Stehen die Complexe in seclusiver Stellung, so dass also alle 
von dem Amplexum umgeben werden, so wird man durch p — 1 successive 
acyklodiscbe und sich nicbt selbst kreuzende Verbindungslinien erst zwei, dann 
drei, vier n. a. w. bis snletzt aile p Complexe so Einem Complez Tereinigen 
hOnnan. bt die SteUnng ein« dnrcbglnglg liselasiTe, so wkdf änni entweder 
dnreh Analbene die sednaiTo Slolinng einfobren nnd wie vorher die aneees- 
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CombioatioDea swaier, dreier u. s. w. Coroplexe ia beliebiger Ordnung 
TOlhialiea, oder «olmi man auf di« ABwondiuiff der Aoadnee Tenlehtea wiO, 
M dieeen ConUaetfoiMfeMlilft die hclosione-OrdiMaf beToJgee, von innerw 
8teB sDBi nicbsien äussern oder umgekehrt vom auisenton tarn niebst ioner- 

Sleil fortschreitend. Die Zahl der Combinalionslinien ist auch in diesem Falle 
p — 1. Ist endlicii die Stellung promiscue die secliisive und inclusive, so wird 
man wiederum entweder durch Anatbese durchgängig seclusive Stellung ein- 
führen, oder — oboe Analbese — die soccessiven Vereinigungen zwiscbeo 
einaelBeB oder bcreile mtereiiMnider veritnideMa Co«pleMa dednroh toU- 
neben, daae aiaa durch jode VerUadaagaUaie- jodeanal anr läaea Zwtoehe»- 
raaiD durobselst oder gleichsam durcbbobil Daas aber auch jetzt zur Veiw 
einigung sämmilicher Complexe in Einen Complex p—i Combinalionslinien 
erforderlich und ausreichend sind, geht, wie auch für die vorigen Fälle, aus 
der Ueberlegung hervor, dass die Zahl der Complexe nach Einführung jeder 
solcher Linie um 1 Tenaiadert ersebeint, so daes nach p — 1 Linien die Zahl 
der Cooiplexe aaij» — rvorabidort ado, d. b. aaf 1 herahgdKoaiaiea leia maaa. 

Es ist, wie Ihr den fegenirtrta'gen Zweck, ao aaoh ia aaderweittgaai 
Betraehl von Intarasse naobgewiesen xu haben, dass zur Herstellung Eines 
Complexes aus p Compiexen in allen Fällen , auch ohne Zuhulfenabno der 
Anathese, p — 1 Combinationslinien erforderlich und ausreichend sind. 

Jede Combinalionslinie nun , welche gleichsam eine Brücke von einem 
Complex zum andern quer durch den beide umgebeaden Zwischenraum her- 
snstelleo hat, anm den ekMa Ihrer Eadpoakte in den ekien, den andern bn 
andern Complex findea. IbiteiMMken wir dio WIrkaag Jedes aolehen aeaen 
Paaktes auf die Consülaeaten dea beirdbnden Compleaiee, »o konnea fol- 
gende fünf Fälle in Helrticht. 

Ersten.s: der I^ii(i|iankl der Combinalionslinie ist ein bereits elTecÜver 
Punkt des Complexes, dann erfabrl der Complex von dieser Seite keine 
Aenderung in seinem Beslaade. 

ZweÜeM: dar Badpaakt ist eia PaakI aaT aber aoyUodisehea Uaia, 
daaa ist die WIrkaag iai Beataade der Cooalttoenlen ein AagMaat In a aai 1 
and In & nn 1. 

DriUena: der Endpunkt Ist ein Punkt auf ebier eyUodiscben Unie, daan 

0 
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UUil dir Fiuikt die DidyM dieser Linie und die Wirkueg ist ein Aagmeat 
in a OB 1 Bod io «ni — 1. 

ViertMM: der Endpaakt tat «ia naner Poakt mit einer nperiphrakUieben 
FJlelie von dem cyklomalischen Range dann tot die Wlrkoog ein Angmenl 

in a am 1 und in x " oder in x" um 1. 

r 

Fünftens: der Endpunlit ist ein neuer Punkl auf emer peripbraklischen 
Fläctie, für welche also = l, dann iiildet der Punkt das Trema dieser 
FlMehe, nnd die Wirknng tat ein Aagnaal in « noi 1 and in oder « na — t. 

Dia Wirkaag eines Eadpuakls aaf dia im CSsasas voriuMnanadan GrOiwNi 
a, it *; ^, li'f ^ mai K M abo, iadaai wir einaa Zaaracbi aüt •f, 
eine Abmhme mit — verzeicbaoi, dia Aenderang 



iai 1. Fall keine 


oder von A um 0 




von B um 0 




von C um 0 


iai 2. Fan van « a« 4>1 


oder von ^ am +^1 


von b an 


voa £ an -1-1 


* 


voa C aai 0 


iai 8. Fall van « aai +1 


oder voa ^ an 4>i 


von / an — 1 


voa j? uro +t 




von C um 0 


in 4. Fall von a um -f-l 


oder von A um 4-1 


von am 4-1 


von J am 0 




von C nn — 1 


lai & Fall voB • am +1 


oder von id am 4-1 


van ir a« — 1 


von A na 0 




von C nn — 1 


Fullen bleibt D ungeändert. 





Beieicbnen wir durch m und m' Grössen, welche nur die Werlbe 0 
oder 1 annehmen können, so lassen sich die vorigen fünf Falio in swei so 
insannonflaiin, dass w&r dao Biwt jeder der p—l Verbindungen, waleha 
aiaendts ainaa Zawaeba na obia aayfclodtaeho Uafo, aadaracsella daa aban 
orniUellan Znwaabs dareb jadan ikrer beiden Bndjranklo «Jnlllbri, dirstallan 
ata dan Uebargang 
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mlwedtr v«« A » A-^-u-^m' 

yna Bin B-^m^^i 

oder TOB A In A-^m-{-^ 
von B in J?+l 

von C in C — u—u 

d. b. durch die Einführung jeder der p — 1 Verbindungslinien entsteht im Be- 
stände der Complexe entweder in den zwei Gliodern A und B ein Zuwachs, 
der in B um die Einheit grösser ist, als iu A, oder in den drei Gliedern 
Af B, C tüa ZawaclU; der in il nnd C gleich groee aber eotgegeogeselzt, 
und in B der Eaaheik gleidi iH. Bemielmen • nnd « ZuUm, die eoiroU 0 
•Ii jode gauo poiitiTo Zahl bedeulaa können, so wird dnrdi dl« Binliihmng 
aller p 1 Combinationslinlen im Beetande dof dedarcfc herfetlelllett eimigen 
Conplexes ein Uebergang 

entweder von A in A-^v 

von B in B-^-t)-\-p — 1 

oder voo A io A-\-w 

rw B in B±p-^l 
von C in C— « 

bewirkt FUr den nunmehr benrorgegangenen Complaac aber gflll aaeb dem 

Selm des vorigen Art. die Gleichung (12), welche jetzt diese Gestalt amrinml 
entweder (A -f- r ) — (B ^c+p—i)-\- C—D — 0 
oder [A + ,r) — ( 7i 1)+ (C— ir)— X)= 0 
In beideu Fällen ist, was zu beweisen war: 

A-^B-^-C—D^p-^i (82) 
oder nncb EtafWwnng der Wertbe von At B, C, D: 

(«— «e)_(A_,^4.(c -✓+*)--(rf_ar) = p—t (38) 
Diei ist der Census räumlicher Complexe von endlicher Aosdehnong 
in setner atigemeinsten Bedeutung, wiewohl seine Form aicb spiter noch efaMT 
weiter gehenden Verallgemeinerung fähig zeigen wird. 

Znr Vemnachanttebnng des Sbma nnd dar AUgemeloheU dieiot Theo- 

9» 
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nm» fiihran wir na» eine IUUm von BeiipitlM fu> «faiM oder muknn Com- 
plexe raf. Wir werdM jadagainl m dm NaaMHnn nnd d«n Attribnliv die 

Gliedur B, C, D und das Aggregat A—B-{'C—D berecboen, deim Be- 
trag wir mit Q bezeichnen. Die Verificalion der Census-Gleichung wird als- 
daoo aus der Uebereinstitniuung der Worlbe von Q und p—l liervorlreteu. 

I. Ein einziger Funi(t im Kaum ist gegeben. Daun ist a~l, x"^(), 
A — i , l, = B = 0, e = C = Oi d — i, — Of D = i; p = l, aläu 

Q s 1—0+0—1 s 0 
^1=0 

Fir « vendiiedene ingendwie in Renne gelegene Pnnlrte Ut 9=tm, 
«•sO, ii=*n; *»Ä = 0; c = C = 0; d=l, x" =sO, D—Up—u,^ 

ß = ■—0+0— 1 = 11—1 

p— 1 = n -l 

Ij. Eine io sieb suruckkebrende mit einem effecliven Fuiilile versehene 
Linie, wie Flg. 48, 44 oder 45, gibt a= 1, »«=0, A=i; b=i, x' = 0, 
B^li e^^CzsO; 4:^i, jT a 1, /> s 0; p =s 1, nMUn 

9^1—1+0—0 = 0 

p—l = 0 

Für alle drei in Fig. 43, 44, 45 dargestellte, zuf^leich exisiirendc Li- 
nien, gleichviel ub sie un(er einander verkeUet seien oder nicht, bat man 
ö = 3, *o ^ ü, ^^3; 6 = 3, x' = ü, Ä^3; c=C = 0; <<= I,*"'=3, 
Das- 2; p = 3, nbo 

9=^3-3+0+2« 2 
,r-l=2 

3. Eine cyklische Linie ist gegeben. Dann ist a = =0; b sss 1, 
*'= 1, Ä = Oi c=C=^0; 1, x"=l, /) = 0;p=l. Alto 

9 = 0—0+0-0 = 0 
p-l=0 

Pttr n eykliseiw, «ich weder berttbrande noch imanendo Linien — ir> 
gendwie TerkeHet nnd voriinolet oder nieht — bei man «ss il ss 0; bsait, 
i/=:% BzssO; ez^C^O-, 4^1, iT^n, Dmal-»; p^M. Alee 

Q SS 0— 0+0— (t — «) s « — 1 
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4. Eine «ilseitig geachtoweoe , mB«n aeyklodMcben Raum einscbliessemla 
niebe okia «iBctive Poidtl» od«r UaiM iHt ftfeliM. 8to knn die flMtall 
eiiwr Knfd, einw l^lillniltli , ebicr Blas*, •!■«• geMUonaimi SeUaneki 

u. s. w. haben. Es ist a ■ - .4 = 0; 6 = F 0; afss 0^ iTsk 1, 

C=2; dts=2, «^«0, I>^2; p= 1. Also 

ß = 0—0+2—2 = 0 
p— 1 =0 

Pur n flolcht IllohaK in atdiiim oim lodwiytr Sldlong vorausge- 
aalil, daas ale ainaadar wadar barSbran oodi darabacknaidaii) Mu^AssO; 
AssJTssO; c»», iTbO, «»a, Cslta, dssM+l^V^O^ D»«-)-!; ' 
poea. Abo 

« 0--0-t- 2«— (n+ 1) = n— 1 

p_l ^ „_t 

5. FUr die iu Fig. ^4 dargestellte polycyklodiscbe FUche, für welche 
das DtagmaiD daa eiogescUoaMBaa Ranaia iai 4. Bciapial daa Art. 21^ ao 
wla iai 3. Baiipial daa Art. 32 eieb ala dfaMMh eyklodiach arwiasan hat, 
watflbo alcli aettal ala aachabek eyklodiaoh arwaiat aad dam Anplaanm 

draifach cyklodisch ist, hat man a = A = 0; b — B = 0; c — 1, *" = 6, 
^=1, c = — 4j 4=2, «."^a, -3, D = — 4jp=l. Alao 

(/ = 0— 0—4+4 = 0 
p_l =0 

6. Bs aaia« dia ia den Fifavaa S uad 4 darfaalall i a n mahao swai 
aagMdi gagabaae Coanplexe. Jade daraalbaa iat von «iaar eykllaeban Liaia 
volblindig baaraatt, die ebie (Fig. 8) iat dnbab cykiodiaab» die aadara 

(Fig. 4) zweifach cyidodiscb. Das Amplexum ist dreifach cyltlodisch. Elfactiva 
Punkte fehlen. Man hat demnach a = A = 0; b =■ 2, x,'— 1, x^' = i, 
Ä = 0; c ^ 2, x^"=^ 1, V= 2, C = — l; << = 1, * ' = 3, i> = —2; 
p — 2. Mitbin 

p SS 0^0— 1+2 s 1 

7. Eine rtBgfftraiiga Robre Fig. fi6 baatabi aua swai Riogflleben , de- 
ren eine in der anderen ohne gegenseitige Oanbfabaaidujig oder Barilbroag 
ettUialtafi iak Sie slaiU swai Coaplaxa dar, tob welchaa Jadar aoa aiaar 
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peripfarakliscben , zweifach cykludiscbeo Flache besieht, und eDlhäll zwei 
Rinn«, «iiiMi einfadi oyklodiieben und einen indfoeli eyklodiwbmi. Om 
Anplezim M «infiid eyfclo«Hteb. Hier M eleo as^A^O] 6 = JS»0; 
e=2,M,'^2, »,"='2, = l,*,«t, C»0; 4»8, 

= 2, if D= — \: p 2, und somil 

ß = 0—0+0+1 = 1 
p-l ^ 1 

Wurden heido Uingdächeo durch Aoathese in seclusive Sldlung ge- 
biveiu, 10 nliile, wie beretts in Art. 18 bienof atrfineriiMin geoMdil iH, 
dn AmpleKon die Rolle deg xweifaeli eyUodiaebeii der drei RMiaie flber- 
nehnen, ohne dass dadurch die Glieder des Aggragalf Q eine Aenderang 
ihrer Wertbe erführen. Es bliebe nach wie vor Q = p—l — 1. Wilren 
slall 7< Weier beliebig viele solcher Ringflüchen gegeben, gleichviel ob in se- 
ciusivcr oder inclusiver Stellung, ob verlietlet oder nicht, so würde »ch of- 
fenbar Siels Q = p — 1 ergeben 

8. Die Fignrea 19 and 20 eniballen aaaaninieogaBoninien vier Com- 
plexe, niadieb iwei ringarlige KArper nad swei eyMiacbe Liaten, klalere 
jede mil eteam leffectiven Paukte. Die Oberillcbe den atnaa Rlngbörpen 
(Pig. 19) ist periphraklisch und zweifach cyklodisch , der eingeschlossene Raum 
einfach cyklodisch. Der andere, polyt^drisch geslallet, besitzt 20 Ecken, 30 
Kanten und 12 Fluciien. wuvon £wei einfach cyklodisch. Das Amplexum ist 
vielfach cyklodisch Hier ist 6=32, x' — Q, B= 32; c=l3, 

^ 2, ^ 1, V = 'rti = l, C= 10; <<=8; »,"'= 1 , 1, 
x,"»«^ l>a.-.S; fi = 4. MilUa 

Q = 28— 82+10+a = 3 
p— 1 = 3 

9. Der leere complexlose unendliche Raum uUein aoi gegeben. Dona 
ist offenbar A = B = C = 0, /) = l,p = 0, also 

Q^p-i=-i 

41. 

Bevor wir an weiteren Betraobloagen ibargeliaai mögen wir noeb eineu 
BKek aar den ZnnaMDenbaag der ia Art. 38 annmaieBgeelellleii vier Special- 
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illse nil nwenm lotilaa Salse Art. 89 swt8kw«rf«n, woran sieb efoige 
•UgMMMi« BwMrfcmfni twi wibsl nm/Ukum worden. 

Die dort vorkommende Diakriso nämlich iat offenbar nichts anderes, ale 
der (roil negalivem Zeichen versehene) InbegrllT derjenigen Glieder der allge- 
meinen Consus-Gleichung (32), welche sich nuf die von der Zahlung ausge- 
scblossenen, d. i. als nicht effecUv betracbteleu Gurten in jenen i^arlial-Com- 
plexen beniehon. 

InoTom in jenen vier Sitnon jecle«Ml nnr von Einen Conplez die Rode 
ist, so beben wir nns bei dieser Verfleiehnng nnr an die Feni (12) dos 

Censns zu hallen. Im ersten Satze ist nun 6 = — (C — D), wo Cs0b<^ 
D = d— 1 , also ö ™ 1 ; im «weilen ist ff — ~ (C— D) , wo C = c = I, 
D ^ d I , niso ^ — 0; im dritten ff' — D und D d =^ 1, also ff —U 
und im vierten ff''—D, wo D~d^ 2 und somit 6"' = 2. 

Es springt von selbst fai die Augen, dass wenn s. & in «weilen 8olao 
Püebon nnd Rinne niebt als effoetivo Constilnenlon gesibit werden, die Die* 
krise von soleben Ablndemngen in den von der Zibtanf ensgeecblosseaen 
Carlen, woiebo alei innerlialb derselben coopenairen, niobl berührt werden 
wird. HlUe man etwa der in diosom Satze vorausgesetzten Fläche eine oder 
mehrere nndere innerhull) ilcrselbeii linearen L'mfangsgrenze beigesellt, so 
würde c und d, also C und ü zugleich um Gleiches vergrüssert werden, also 
0 nnverindert geblieben sein, nnd faUlo nan die Flicbe — versiebt sieb 
nnter Bsibeballnng des nnvoclnderten Zuslandes aller Linien nnd Ponkle — 
beseitigt, ao wlre die Coaqieoeslion dnrdi Verrfaigemng von e auf Noll nnd 
Anwuchs von x" auf 1 erfolgt, weil der as^^o Raou dnreb die Abtademng 
eiofach cyiilodiscb werden musste. 

Es (iiidet hierdurch die im Eingänge des Art. 31 gemachte Bemerkang 
eine ueuv Begründung. 

IMo Constulo 2 des Enier'sdien SaUse ist mit der DiahiiBO ff' dea vier- 
ten jener SpecfelsllM identiseb, and ebenso ist im Gsncby'MdKn Seine (s^ Art 85) 
die Zahl P+i eine Dialiriae. Wir aeben jelat, von Sinndpnnklo der Glei- 
chung (32) diese diakritischen Zahlen in dem Inhalte der Glieder der Ceoaas- 
Gleichung in der Weise auT^ehon, da^s sie sich sei aa in Nnnoms oder in 
den Attributiven der Coosliluealeu eingereiht fiodea. 
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Der Oasoa stellt gleiehMOi eine BHmm' mf swieehen swai Abikettmgeii 
von Beilrags- Rrten , welelw •«•. «!•■ TMseUedMe« Gnppm von BlanaolM 
der Gonplexe, d. i. an de« Cariea erbobea weidea. Die DUriee cfseheiat 

•Ifidaoa nls der Ausschhg des nicht heslehendeB Oleicligewichts, als ein SlMo 
oder Deficit. Die iu unseren C(<nsus- Sülzen gewonnene Verflllgemeinening 
des Euler sehen Tlieorenis liut uns aber g;o7.eii»l, wie die Diukriüen der auf 
tieferen Stufen der Allgoiuciubeit stehenden Formen des Census in den höbereo 
Stelen gleiduiiD wie doreii DeeliDeg eiaes Deldli ihr* Briedigung fiodea. 
Der Gedaaite, ob lo uuerer Mielit fermdem Fem d« GeMoe die Zahl 
p—i olebt cl«idtflrweiae aar eiae Dieitriee danteUe, die dareli geeigaele 
Umgestaltung einer Deckung fähig wäre, und ob sich in der Bflans aieht 
völligres Gleichgewicht herstellen lasse , wird uns durch diese Erwttgungea 
nahe pt'le;,'!. Diesen Gedanken wollen wir in der nuchslohonden weiteren 
Veraligumeinerung verfolgen, und wenn auch der Fiagerzeig zu diesem Ziele 
aar als eia Spiel ailt laerea, lediglieb die Forai des Ceaaas berilbreadea fiO- 
dera eraobelnett btaala, so wird gleidiwobl die ia dleeeai Siasa n gewia- 
aeoda aeaa Pana naseras Sataae nteht aar daa Hiek so ja aagea aaf die 
metaphysische Seite des Census, soadara aagieicfa auch die sltual-analytlaeiia 
Krafl desselben dahin erweittrn, dass er neben endlichen, wie bisher, nun 
auch unendlich ausgedehnte Cowplexe in letaler Verallgemeineraag in beherr» 
sehen verouig. 

42. 

W«Mm Vwaligitlainiei 4m Cnmu. 

la den bUerigea ÜBlanaebangaa aaMle da Baaptaageaawrk aaf die 

Cyklose und ihre aanerisebe Ermittelaag gerichtet sein. Wir haben zu dem 
Endo die Complexe nur aus Constiliienlen der drei ersten Curien bestehen 
lassen und nie so delinirt, dass im Fnlle mHn^elnder Zusammenliange der 
Congregete von Funkten, Linien und Flachen mehrere Complexe als exisli- 
raad aaganooMMa werdM naeitea. Der FaU feraer, wo ein« Filciie ohne 
aaeadlicbe Aaadebauag einer Begreasnag darcb Lialen and Poakla enaaogelte, 
dea wir dareli den Aaadraek Peripbrazis beaeiebaelen , alellla sieh anlar der 
Usbarigea Faaeang dee Begriffs der Complexe als eia laiebl la eriedigeader 
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aingalirar FiU dir. Da n «Innr IttraorM V«nllgMMiB«rmiff dM Cauos m 
galMigM, iil M swMknlnjg mui «ffoidtrlidi) dM Bigriff dM O m gl mu 
dahin sa modificiren, dass wir daraoler den Inbegriff aller zugleich und ne&e» 
ekumder bestehende» CotutitueiüeH verstehen, so dass jeweilig, auch wo bis- 
bar p Compiexe vorhaoden waren, nar von Einem Complex die Rede isk 

Diese neue Fassung des Begriffes „Complex" bat nun zur Folge 

anleae, dass jeder gegebane Ganplex, mag at aHafai dar aioe Paalaad 
tbaU oder Coagübiant, alndieb dar aaiplaxa, laa Usaadliaba «Mgadahala Bam 
«dar «aaiar Ükm wwh aadara Baataadlbaile, wto Linaa» FllalMB odar Bäam 
aaitty wekhe nnendlicbe AmdehnnDg besitzen, mensch ist, and 

zweitens, dass da, wo nach der früheren BegrilTsbostimmang mehrere 
Complexe bestanden, die seitherige Modalität der rrriphraxU, welche ouf 
gewisse Arten von Flachen beschränkt war, jetzt auch auf Constituentea der 
▼iartaa Cnia ABwandaaf iodal, nd ia«dt ihr Vortoiunaii aof dia dittto 
oad viarta Corto ngliicfc anrtraakL 

Dia in Art. 89 IkaapraahaaaB 1 VarbindaagaÜiiiaa, waldia daa An- 
plexnm oder andere Rflama awiiahaa dao p CSomplexan im froheren Sinne daa 
Worts, die wir der Ktirr.e wegen nnnmebr Complexionen nennen wollen, 
gleichsam durchbohren, leisten in der vierten Curie dasselbe, wos das Trema 
in der dritten. Die Raumes welche solche Verbindungslinien enthalten, er- 
aehaiaan abo vor diaaar IHatrase peripbrakliiah, and ob lia aperlphrakliaah 
n naabaa, maam ihnm Haaar« Tranala Atno artbaiit wardan, wia «inar 
parifMfildmi Plieha, aa aie apariphrakiiseb zu machen , ein trematiaehar 
PunliL Nach Ertheilnng dar ji— 1 Diatresen in der vierten Curie bleibt aber, 
so lange die Complexionen , wie bisher noch immer angenommen worden, 
lieine ins Unendliche sich erstreckende Bestandtheile enthalten, offenbar das 
ins Unendliche ausgedehnte Amplexum noch einfach peripbraliUtoh, und um 
diaaa laUto Parifhnoii aa baaeiUgen, iat »oah aina traaialfidia lioia arlinr- 
darlieh, «alaba, von ataan haJiaMga« Baaiaadihaiia dar p CeaiplMdimaa mm, 
dan onhcgiaMtaa angahandaB Renn bis in nMadUehe Feme durchbohrt, w» 
daia elao nur Beseitigung sammliicher Periphraxen der vierten Curia bal p 
fagebenen endlichen Complexionen p Diatresen erfordert werden. 

Wir ragen den peripbraliliscbeD ^blen im Attributiv der dritten Curia 

10 
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der CoDcinoilät wegen (wie den cyklodiscbeu Zabien in der xweilen Guriej 
dMB AetMA M ud benidnai «Im «IdmImb Btaam takammmi^ 
p«rlpfanUieheBZaU«o dnrdb «t", «g" i. i. w., 4er«i je4« m»woU Hill 
ab j«4* «MM poilihre Zdil b«4«M kno, m iU Zriüea, dwM 
Samme ir'—p ist, in das AtlribatiT dar ConstKaenten der viertea Caria aa^ 
zunehmen , wie die Zahlen 'tt,', tt,', tTj' ti- s. w. und Hire Saama n in dat 
AUribuliv der dritten Curie aufgenommen worden ist. 

Die bisherige allgemeine Census-Gleicbuug (^33) gehl nach dieser liitai<> 
praMim das Tbailaa p io dar ab Diakriaa halraahlala« GrOaaa ^1 Mnaalir 
in dtasa ttbar: 

(• «•)-(ft-,')+(«-rf'+»')-(*-^'HO-»~* (34) 

43. 

Der Effect der p — 1 Verbindungslinien «wiscben den p endlichen Com- 
plexioneo, d. h. der Effect dar ihnan antapraehanden p — i Diatrasaa ist in 
dam Bawaiw d«l Salnas All. 39 erOrtort nnd arladigt Ba Maiht nnr noeb 
die Wnrinnig dar In vorigan Art. be^roalwian lafslan dar p oder treoMi- 
fischen Linien xu erwägen, weiche den amplaxen Raum In den apaiiphnkt^ 
acbeo Zustand zu verspty.en erforderlich ist. 

Diese Linie fuhrt uns ituf das ÜtitMidliche und luacLl die BtrUcksichtigiing 
der ersten jener beiden im vorigen Art. hervorgehobenen neuen Wirkungen 
der Medüealion in Begriff das Conplafxea ebenso nelbwendif , als die der 
sweHen. Sie soH fhren ebien Bndpnnktf wie die ttbrigen p — 1 mmallschen 
Unian fai einein Conslftnenlan der drsi ersten Corien, den endem aber bn 
Unendlichen finden. Für den ersten Pnnkt wiederholt sich die Unterscheidung 
derjenigen Fälle, welche im Beweise dos ISnlzfs Art. 39 für jeden Endpunkt 
der p — 1 Combinationslinien nolhig geworden. Üio Folge der Einführung' der 
aenen Linie ist einerseits ein Augment t im Wertbe von 6, andrerseits aber 
wenn flur Ansgangspankl fai ebMU der a votbendenen efc cth r en Ankle daa 
Conpleiee liegt, Nnll, oder wenn er naf einer eÜMlifea Unie lieg^ ebi Ang^ 
nenl 1 in den Werthen reo A nnd B aagleidi, oder endüeb, wenn er ant 
sbier effeellven FUcbe liegt, ein AngseM 1 bnW^jrtbe ?on .4 nnd efai De- 
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crMDMl 1 W«Hha yon C: in jMlea PUl« «bo «to Dmnral 1 in Wariha 

von Der andere Endpunkt, welcher im Unendlichen liegen soll, masB 
mitbin im Aggregate Q augmenlativ als 1 gezählt werden, wodurch sich her- 
aasetelit, dass das räumlich Unendlich» die Rulle eine» Punktes spielt, der in 
UBendlicber Ferne liegt und mit weichem diese Irematische Linie den itibegrilf 
4ir p Complenioam ta TMUadea hat. 

44. 

Dar •U|«ai«M CraaM io MiMr ImIm GmüII. 

Ea gabt aaa diaier Balraefatung hervor , data wir daa rtoHlidi UaaniU 
Hcka ala ainan in unasdliehar Fama gdag aaan virtaal^ Pmirt sa l»alracllae 
haban, dar aotar dan Attritativaa daa Cantna alianio aolbwaiulif aiaa An^ 
aaluDe erheischt, wie die Cyklose und dia Pariphraxis, und dass wir folge- 
richtig die in der Gleichung (34) noch übrige diakritische Zahl — 1 in der 
Bedeutung des rrttimlich Unendlichen zunächst in das Attributiv der vierten 
Curie au&ebmoD müssen. Es stellt sich über leicht heraus, dass gleichwie 
dia OidangnaU dar CylüoM in AttrOmtlv dar iwailan Curie ood dia Ord- 
nnntnaU dar FMplirazia in AMribattv dar drittaa Cwia nor dia Wartha 0 
oder 1 annehnaa kOnnea , ebenso hier der ceonialla Werth der Ansdahontg 
ins Unendliche aasear 1 auch 0 sein kann, nämlich in dem Falle, wo gar 
Nichts, also auch kein unendlicher Ruum gegeben wäre, und somit auch der 
Numerus in der vierten Curie wie in allen abrigeo gleich Null gesetzt wer- 
den nttule. Bedeutet abo «e entweder 0 oder 1 und bezeichnen wir da- 
durch daa Allribat dar Awdahaaaf im Unaiidliahai ao arhaltaa wir, iadan 
wir Jalit walahaa iMa s 0, waglaaiatt, aad io dan Uahat^an Zeiabaa 
fiir die Cyklose und die Periphraxis einen Accent wanigar aahrailiai^ folgeMia 
affjunaiarfa oder finale Form für die Census-Gleichung. 

•-(*-~«)-«-(a-«'+ir)-(rf-«"+ir'-«) = 0 (85) 

Abgesehen von dem ei>en berührten ganz singulikren Fall, wo co zugleich 
mit allen in dieser Gleicbnng vorkommenden Grössen Null wird, hat w durch- 
weg den Werth 1, durch welchen im Censusdn^ Unendliche in den Atlribu- 
tiren verwertbet wird. Den in unendlicher Ferne zu denkenden, das Ua- 
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endliche repräsentirenden Punkt neooeo wir das Sügma. Er ist es zuvör- 
derat, io welchem die dM AuptoiciMi «rf den «perifbnlEtlMsbM ZiutMid n- 
•tekfllhmide tranettsefc« UdI* ihim EiMipukI ludet, ngleloli eber Iik des 
8llf aw «id» elf die ('eminiHne GreoM eiler Ib ttmm rluoiltahen Conplex 

etwa voritommenden ins ÜDendliche sich erstreckenden Constilaeuten der zwei- 
ten und drillen Curie zu betrachten , so dass nach EinHlhrung des unter to in 
Rechnung gebrschlen Stigmas der (iensus in seiner nunmehrigen Gestalt von 
selbst seine Geltung auch auf den Fall erstreckt, wo die Ausdehnung irgend 
weicJier CoeiGlmelBB ioM DneMÜofce PhlB greift Stall m sagen, eine Lleie 
(gerade oder kranmX ^ FÜdie (eben oder geidrttnunt) dehnl lidi nadi einer 
oder swei oder beliebig viel Bellen |pie Dncndliobe ens, iil nnnniehr der 
Ausdruck gestattet: sie endet oder Gndet ihre Grenze nach diesen Seiten hin 
in dem Stigma , welches in allen solchen Fällen stets mil dem VVcrthe 1 in 
Rechnung komtiit. Die anfänglich gestellte Bedingung, duss lu den drei ersten 
Curien nur Cun:^liluenten von endlicher Ausdehnung vorkommen dürfen, ist 
elfo in der gegenwärtigen finileii Famag den Genna -Tbeorems gleichaan 
ehBe amer ZnUran weggebllen. Aaeh bleibt der Begriff dee anptexen Baa- 
mes, der biiber alt dareb die Aasdehnang ina QBMdliebe ror aUea Abrigen 
Constituenten bevorzugt scheinen durfte, und wie jetzt erhellt zugleich stets 
periphraktich war, durch den neuen und erweiterten Begriff des Compiexei^ 
nicht unbeeinflusst. Nicht nur, dass durch die unendliche Ausdehnung von 
Linien und Fliehen die räumliche Cyklose und Peripiiraxis zu neuen Ord- 
nnngaiablen gehngea, dareb mcndKebe Coulitnenten der driHen Carte kttnnen 
aogar awel oder aiebr onendtteh aasgedehnte Ceaslltaenten der ^ertea Carie 
erwadhaen, deren jeder von nun ab auf die zeitberige Benennang „Amplexnm" 
Anspruch machen kann. Die Singularität des sog. Amplexums in dem frü- 
heren minder allgemeinen Falle, wo unendlich nusgedelinte Constituenten in den 
drei niederen Curien noch ausgeschlossen waren , gegenttber den im Com- 
plex enthaltenen übrigen Constituenten der vierten Curie Mit demnaeb Jetal 
■» gut wie TiMig weg GMebwobl aMg die Beneaaoag Ibrar Boyiaai- 
iiehkeil wegea lalbil ftr anlirere ins Unendbebe augadebnle RanatbeHe 
aagieieb beibeballea w erdea. 
I) Y^. Art 18, Anmefbunf. 
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NmA diflflOT I«Mm V«ndl|«MikMnnf ttm licb der Inhall der Ceww- 

CMchang (35) dahin ausspreelMB: 

LEHRSATZ. Im einem gegebenen, beliebig wie bctcha/^enen räumlichen 
Complex ist die Summe der mä abwechselnden Zeichen versehenen rier Bei- 
IragssaUen out den vorhandenen Punkten , Linien , Flächen und Räumen^ 
wefcAe UmerhaU> jeder dieter vier Cmiem mm Ar JkuM 4br Bmhm^SMl» 
md dm «m 4m iMaKmm der QgUeu, det Feripkraxb m»d dar JmdA- 
wma ine XhtendUdie mwdUditün \\ttritmtk\(n orAnffn» werdm^ ^eidk AUL 

40. 
ftnliplili 

Inieii wfr so dmch die Gleioliinif (85) aef den Stadiin der iinfi»> 
•endeten Allgemeioheit des Census angelangt sind, durch welche derselbe enT 

einen beliebigen räumlichen Complex mit begrenzten oder unbegrenzten Con- 
sUtuenten Anwendung findet, bleibt uns nur übrig, den Umfang dieser Allgtiinein- 
beit wiederam durch Aufführung einiger Beispiele noch anschaulieber su machen. 

Wir etollen die flnale GMehung (35) auch jeM moA, wie die froheren 
AttsdrOcke des Cemni, tai der mmiBeciielieB Fora 

der, wo niDinelir 

C=e—x'+v 

D= d — «"+7r'-- o» 
sein wird, and eroutteio in den coeereten FiUen der neelifolgenden Bel^iele, 
wie fraher, die mnerleelien WerUko der vier Glieder i> and biefwni 

den Werth Q dee Afgrofito il^0+C— weleher, sobdd er lieh gleich 
Noll herausstellt, unser Theorem yerificirt 

1. Der in Fig. 59 darpestelUe Complex bietet 88 effective Punkte, 132 
Linien oder Kanten, 36 Fluchen, wovon 2 einfach cyklodiscb, und 2 mehr- 
fach cyklodiscbe Räume , einen inneren begreotten und einen äusseren am- 
jplezen periphrahtiichen unhegrensteo, der. Znr BndHebnf der RNneykleee 
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dlMl 4lis IB Flff. 60 tegMüUle IMtgiw, ta wMkm wir ndi ArL 21 
iBdm*s9, /» 14 ilM » = 14—9+1=6, oder Mob Art. 22 «tUl 

der BinDeofelder = 12, der Traverseo = 6 , also ebeoM = 0. Beide 
Rfluine sind demnach 6 fach cyklodiscb. Man bat also A =■ a = 88; B = b 
^132; c-= 36, 1, *2'=1, C=34;d=2, «»"=6, «g"^ Ö. 

1 , o» — i , /> = — 10, uod somit 

Q SS 68-182+34+10 s a 

In diaiMB Biispiel« lani noch, wi« iki «lim frlhwr «nfftlUulM, 
Attrilnit dM Uoendlieben d«a Anplexnm ■lldlii n. Die Zahl tolchw PlUe 
M vennehraii, «la lieh leidil wardea «rflndea oder ■■■ Art. 31, 86, 40 

eatlebnen lassen, würde jetzt nur von geringerem Interesse sein, und führen 
wir deshalb ausser dem im Vorhergehenden wiederholeotlich berührten Fall 
des leeren unendlichen Uaumes hauptsüchlicb noch solche auT, in welchen 
mehrere Coustituenten an der Ausdehnung ins Unendliche Tbeil nehmen. 

2. W«im der Imt« lUMndOcb« Rmn alMa den gegebenra Gonplez 
bildet, so wird jetil i< = S=sC=sO; m'^O, « = 0, I, 
D= 1 — 1 und Q — 0. Wührend bier D verschwindet, Indem d und w zu- 
gleich den Werth 1 annehmen, («scbiabt dMselb« in Fali« 4=0 dadiireb, 
dass nun auch a» — 0 wird. 

3. Es sei ein Funkt gegeben und eine von ihm ausgehende gerade 
oder tirumme, eich nirgend selbst durchkreuzende endlose Linie. Dann ist 
a»il=sl; »BS 0=1; C»0; 4=^1, 4^=«-'s=0, » — DsO, 
imd damiMdi Q ss 1— I = a 

4. Eine auf beiden Seiten ine Unendliche sich erslreebmide sich nicht 
selbst durchkreuzende FJnio ist gegeben; z. B. eine unbegrensle gcrede Linie, 
Parabel, Logistik, Schraubenlinie u. s. w. Dann isl a ~ .4 = 0; 6 = — 1 ; 

0; d — 1, und da nunmehr der amplexe Raum offenbar einfach cyklo- 
discb, ausserdem aber .noch wie vorbin aperiphraktiseb iat, /'—t, ir =0, 
m^l, J)^~l, alio p»— 1+1 a 

& Nebmeo wir auf der Uaie dei Terigaa Baiip. noab aiaaa affediTaa 
Punkt an, so werden o und 6 zugleich um 1 gräMOT» Md as wird Q =s I — ^2 
-}- 1 0. Da es gleichgültig, ob die zwei an dem effectiven Punkte xosam- 
mentretenden Lioearelemente den Winlial 100* mit einander bilden oder nicb^ 
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M» lami tadi der vorliagmide CoapI« •!• an im 3. B«hp. Munt hu- 
TOiyebend angesehen werdeo, dass wir tod den gegebeoM Pnakt iMI «iMr 

swei ins Endlose sieb erstreckende, aber nirgend l>urcil8GlllAtl~ oder ßerrih- 
rungspunkte bildende, übrigens beliebig sreslnlleto Linien annehmen. In den 
nunierisclien Werlhen des 3. Boisp. wachst alsdann b und x" zugleich um I, 
so dass wiedenun Q = 1 — 2-f-l =0. Offenbar mabs durch jede neu hin- 
ulretond* dmriigo LliiSe b nd x' snglflfeh on 1 M$n. Onreh m osba» 
fnmll» in EiiMa Fimkt «ich krMisndA Linien «nUlebt ein CSompInz der tm^ 
liegenden Art mit 2m Linien, v/o a — l , b = 2m, </ = 1 , 3^'=: 2m — 1, 
w ~ i ond Q 0. Man sieht, wie der Raum z. B. durch drei in ihm ge- 
zogene Coordinolenaxen 5 fiich cykUidisch wird. In der Thal kann sein 
Diagraniffl durch die Ecken und Kanten eines Würfels dargestellt werden, 
woraas nacii Art 21 oder 22 die 5 fache Cyklose erhellt. 

0. Be Inben » Unten von dnr vorigen Art und Linien von ondli ober 
Lingo Einem gemeinfanien Augangepnnlit Denn bnslehl der Complex nni 
l+n' Punkten, n+n' Linien nnd der amplexe Raum ist aperiphraktisch, n — 1 
fach cyklodiscb. Also a = A =1 +« ; B =»+»'; C= 0; d = l, 
«"=»- 1, ir' = 0, tü= I, />= — n+1 , und 

Q l+f» — «— n'-j-fi— 1 0. 

7. Ein Polyc^der mit 24 Fi&cben und 14 Ecken (Fig. 61) etwa das in 
der Krystallographie sogenannte Telrakisbexaeder sei gegeben. Von dem 
■ftldpuidit den PolySdera führen gerede LMea je eine nneb einen nitton 
enf Jeder der dreieddgen SeMonfllehen gelegenon Pttnhte, ond von jeder Po» 
lyiderecke ans geht eine mdialo Linie Ua ine Unradliohe. Auch ohne data 
wir in der Figur die 24 inneren und 14 Äusseren Linien darstellen, wird 
sich der Census für diesen Complex leicht austindig machen lassen. 
Das Polyeder allein betrachtet besitzt 14 Ecken, 36 Kanten und 24 FIticben. 
Die 24 Linien im Innenraum haben in der Mitte des Körpers einen gemein- 
•emen Anfongspunkt, und jede einen Badimnltt enT -einer fleHenflloho, wololio 
dnrek dienen Endpunkt ofnlhdi eyUodieeh wird. Der hnenmnni folbil wiid, 
wie one den vorigen Baiepielen hinreichend erhellt, 23 fach eyUodiioh, die 
1 4 ven den Körperecken ansgebenden endlosen Linien des Aussenranme eher 
aber mechen dienen Renm 13 fach oylUodiseh. Wir finden somit a=siA^ l 
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^24+14 »99; *»Bas34-|>36-»-U»74; ««24^ i^^U, C^Ü, 

9 = 39—74+0+89 a 

8. Wurde die polyädrische Oberfläche des boeoreams durch eine Ku- 
gelfltebe ersetat obM «ffedtv« tof Ar Itegwade tMn, aber mcb wie vor 
dta 24 Endfinkta d«r iooerra, wie die 14 AwkagßfmAl/b der •eiiereo n- 
dielea Lbiieii endnlteed, m trlle bloM eiee Aeodennf bi Bealaed der ewoilen 

und drillen Curie ein, indem durch Wegfall der 36 Polyederkanten A = 24 
-f-14 ~ 38, und durch Auslausch der 24 einfach cyklodischen Polyetierfliicheo 
gegen eine durch 38 eHectivo Punkte 37 fach cyklodisch (gewordene Kugel- 
flUche c = 1 , x' = 37 werden musfl. Indem also B und C lugleicb um 36 
verringert werden , bleibt 0 = 0. 

0. Zwei Linien im Kaum, die eine beiderseil« endlos, die andere mit 2 
effeoliven Endpunkten, weder eiiundar aoeh lidi eelbil kreuaid oder bertih> 
reod, eoMt aber befieUg geitellel, ataid fegeben. !■ ebihebelea eoacretea 
FaUe wmg ann lieb beide Liaiea gerade deakea. Der an^leKe Ranai ist 
jelat einfach periphraklisch und einfach cykiodisch und es ist a = A = '2; 
b = B ^'i: C ^ 0, d — l, x"^ 1 , 7r'= 1 , lo =^ t , D^O und p = 2 
— 2 = U. Durch Hiiizufugung jeder neuen isolirten eodlicben Linie würde 
a um 2, 6 um 1 und n um 1 Kunebmen und ^ = 0 bleiben. Vereinigle 
■aaa die Endpaakle dar endlkben rva beiden liaieo an Biaeai elbalivea 
Paakte^ ao wflrde a aai 1 ab- ud m t aaaehoea. Jede aene lolebe 
ia tUk angehkebreade Uaie Bit eiiieB effeettvea Fnnbto worde etae Ver^ 
grösserung von o und b, so wie von x" und n um 1 nr Folge heben, wo- 
durch Q unverändert 0 bliebe. Entzöge man der in sich surückkehrenden 
Linie den einen effecliven Punkt, wodurch sie cyklisch würde, so wurden 
sich die Aenderungen in a und x wiederum compeasireu. Jeder neue lineare 
Cyklua Wirde 6 «ad «, to wie und ir' nai I vergrdiaani nod dadareb Q 
aavefladerl iaaeaa. VeneblbigBngeB and VeikeHnagea aoleber Liaiea anler 
iieh and aut der «adloaen Linie in beliebiger Complioatiaa wttrdea Uecbei 
irrelevant sein, da sie sich durch Anathese sofort beseitigen liessen. 

10. Durch Verliogening der eadiicben Liaie nach einer Seite bis iaa 
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Unendliche würde dem Complex ein effectiver Ponkt, zugleich aber dem am- 
plexea Aaum die Peripbraxis entzogen, weil beidrä Linien Aasdehnung ins 
Uaeadlielw ndtMunt, d. L weil dJeMllMB darob du 8tlgM nit «imnder 
«mumntaagm. Di» Rimi-Cyklow ist anch ^tM aoch «inbch. J«de nmM 
lolcto Um» mit AabBgafinikt und okM Ende würde nur a und 6 sugleicb 
WD 1 vergrössero und somit Compensalion im CenHiis bewirken. 

11. Geben wir der zweiten Linie wie der ersten unendliche Ausdehnung 
nach beiden Seiten, wie z. B. bei zwei paralleleo endlosen geraden Linien 
der FaU wäre, so bftUe man o^Am^O; b^B^Z; C^O, <<=1, 
4^=2, v=»0, «a^l, D»— 2 nod 9«2--2>»a Für « beid«ratito 
wt ETnadlielM reidwnd« Ualea in Sram, gande od«r in baHabiiw KrlUDmmia^ 
in beliebiger gegenseitiger Lage, aber ohne effeclive Punitla, «fire ^4 = 0^ 
l,^B=m, Ca- Q, 1, »"^n, «'—0, 1, X)»— ■ und Q^n 
—11 = 0. 

12. Von drei Linien der eiieo gedachten Art^ Fig. 62, gebt die eine 
£F durch eine Kogel 8 Uadnreb, dl» tiraite OB baribrt ria ia «inen Pnnkta^ 
die drille « gabt in Dialaii an ihr Torlibar. Dar Complaz bat 3 Pankla, 6 
Ltaiea, 1 FUebe and 2 Rlana^ Dia KogaMidie iai doreb S affeallvaPaakta 

sweifacb cyklodiscb, der innere Kngelraum vermöge des fn ihm befindlfciiaa 
Stücks der Linie EF einfach cyklodiscb. Die Cyklose des Äusseren Raum<i 
wird aus dessen Diagramm erkannt, welches man in einer seiner Gestillten 
z. B. dadurch erhält, dass man von einem Punkte diesseits der Fig. 62 durch 
die arit g, k, k baaeiabnalaD Ragioiian »ach afiaa Paabte jenseits 
Uaiaa gasegai dankt, wodnrcb lieh (wie in Flg. 68) 6 Zflge nad 2 Aatginge 
oder ' — ohne TiaTersen — 4 Binnenfelder berausstellen. Der ImaeMBaaai 
Iii also 4 fad) cyklodiscb. Semit i8tai=».<4 = 3; b = B~6; e=l, 
«^=:2,C = — 1; d=2, »i*«!, «'»0, «— 1, I> = — 4. 

^ = 3—6— 1-1-4 :=^a 
fugen wir aoeb dae gau iMUrle Kngal abaa afNttran Pnnkl binin^ 
ao wbrd ebw nayklodiiebe peripbiakllaebe FÜteba vnd ein neyUodlMber ape* 

li^bnktischor Raum, sowie eine einfache Peripbraxis des Amptexums hinzu- 
tralan. Be wird jatit a ss il bi3; 6 » 6; e = 2, V= 2, U 

tt 



Digiiized by Google 



82 



C = l ; d = 3, «i"= 1, *2 == 4, w' — 1, « = 1, ü = — i, und somit 

Dareh Hiniiifligitnf Jedar Dfi««i soleka lioliiteB Kngd wtrdMi C md 
D nglftob nn 2 wa«hi«i« iaUm 0^ ir, «id n 1 UMhoM. 

13. Eine nach alle» Seiten unbegrenzte Ebene theilt den ganzen unend- 
lichen Raum in 2 gesomlerte unbegrenzte Theile. Es ist y4 = 0, B — 0, 
c — e = 1, rf =^ 2, w -r^ i, D ^- i. Also Q—i — i 0. Ziehen wir 
in der Ebene eine gerade endlose Linie, so zerfällt die Ebene in 2 Stückei 
b and 0 WMhMO an 1, und bMM s=s 0. NehoMn wir das dM FUelM»- 
stttck w«f , 90 Mbaen e and M^«ieh am i ab. 

Zwei sich kreasrade nnbograaito Ebenen ergaben «ine nnbagranitt 
Linie, 4 Fliehen and 4 Räume, und somit .4 = 0, b — B — l ; c = Cssi; 
d= i, (0=1, D = 3; also Q = —1+4—3 0. Durch Wegnahm« 
einer der 4 Flächen wird C = 3, rf = 3, co 1, D 2 und —i-^Z 
—2 = 0. Statt der drei von der gemeinsamen Linie ausgehenden nach einer 
Satte naendUeb nnsfedebnim Ebenen kenn mnn deren n annebmen und ea 
wird offenbar Ai^Q, B=^if Csssm, « = Dssi— 1 and Q 

= ~l-f-»— 1 ^ 0. 

Durch einen in der Linie nngenoonienen effeetiven Pookt aleigt A oad 
B zugleich um 1 und Q bleibt Null. 

Drei sich kreuzende unbegrenzte Ebenen (Coordinateu- Ebenen) ergeben 

1 Ftankl, 6 Linien, 12 Fliehen, 8 Rlnme, älaoa»il=l; As=£s=:6; 
e — C«=I2. 4=9, n=i, D»7. Alto 0=1-^12-7^0. 

Alle diaee FlOe geataHen, okne Einflnaa nuf die nnmeviMfcen Bienenle!, 
die ▼Orfcommenden Ebenen nnd geraden Linien durch krumme Fliehen und 
Ctirren su prsetzen, wenn diese nur wie jene aick nickt in nenen Ponkten 
oder Linien krt-uv^n oder berühren. 

14. Die Spitze uiier der Mittelpunkt einer vullstttndigen (doppelten; Ke- 
geUlcha, Fig. 64, liege im Inneren einer Kugel, die dnrdi sie In nwei oy- 
kfiaehen Linien dnrcbscbnHIen werde. Der Conplez eathlU eladann I Pnnkl, 

2 eyklische Linien, 7 FUkdien, von denen 3 der Kogel, 4 dem Kegel ange- 
hören, 6 Räume, wovon 3 innerhalb und 3 ausserhalb der Kugel liegen. 
Man hat also a — A - ^ i ; 6 = 2, *i — 1 , xy— 1 , ~ 0 ; c = 7, xi~X2,' 
= 0, *s'=*v=l, ««'==1, «6=1, *7-=i, « = 0, C=4; 4=6, 
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= ,2"= 0, «5".= 1 , V=*«"= 0, V== 1 , 0, w I , D 3, 
und mitbin 

Q.^ 1-04-2—3=0. 
16. An «lat« WflrM «rwelten wir dl« Flldu« allniOf tau Uomd- 
UdM^ Im hMn dw Warfelt wi eim iiolul« Kugel «nthalteii. Dieser Cmn- 
plex bat 8 Punkte, die WUrfelecken, jede der 12 Wurreikanten gibt mit 2 
Verlingerunpen 3 Linien, im Ganzen 36 Linien, in der Ebfne jeder Wtir- 
felseile liegen {) Fliichen, im Ganzen sind a!sn, dio Kufelflitcbe mitgezählt, 55 
Fläcbeo vorbaudeo. Die Kugelfläcbe isl periphraktisch. Das Innere des WUr- 
Me leriUlt in 2 Rlnae, einen inneriielb der Kugel, acyklodiscb und aperi- 
pbnUed, und einen die Kngel umgebende^ peripbraktisck noyUodiMh. Der 
nmpleace Bmd lerMIt in 6 den Wttrfehdten, 12 den WarfSrikanten und 8 
den Würfelecken anliegende Räume, alle ins (Jneadiicbe ausgedehnt, acyklo- 
disch und aperiphraktisch. Der Census ergibt also 0 = ^ = 8; 6 = ß - 36; 
c = 55, *'=0, ir = 1, C = Ö6i d = 28, «"=0, »'= 1, » = I, X> = 28. 

AlM 

Q » 8—86+56—28 = 0. 

Fügen wir noch drei endlose gerade Linien hinzu, die sich unter ein- 
ander rechtwinklig und den Wttrfelkanlen parallel in einem Punkte innerhalb 
der Kngel krenen, ao wSehil die Zahl der Punkte um 13, der Linien nm 
18. Flloken nnd Blnme Indem nwer nieht ikre Ztkl, aber ilir AUribnttv. 
Die Kagelflüche verliert ihre Periphraxis und erlangt 5facbe Cykloee. Jede 
der 6 VVurfcIseilen wird einfach cyklodisch. Der im Würfel enthaltene, die 
Kugel umgebende Raum wird aperiphraktisch und nimmt ebenso wie der In- 
nenranm der Kngel 5 fache Cyklose an. Von den 20 den Würfel umge- 
benden ins üneodUche reidienden RMnen werden die 6 den Wtrfelseiteo. 
entipredienden etnÜMb eyklodiscb, die libtigea 30 bleiben neyklodiieb. Ea 
ergibt ildi nlio nunnebr ««il»21; b^B^M\ e=55, 
in»0^ X»z = 6, C ^ 44; tfa=28, «i*=ö, «»'=0, an=0, JBf$"'=6k 
«ssl, i>ssll. Folglicb 

P SS 21-64-1-44-11 =rO. 

Dieee IMaplel«^ die aiob leicbt dnreh noeh eooipiidrtere Yemebren lieaaen, 
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mögen für den grgenw artigen Zweck genügen. Die Anwendung des Censos 
in verwickelten concreten Fallen kiiiin nnch den im Vorliergoh^ndM Aw$*^ 
ieglen Regein koioeo weiteren Scbwierigkeileo unterliegen. 

46. 

Wir schliessen dieie Unlcnaebang mit der BemerkVBf , dass sowie 

im Euler'schen Satze — wenn fluch stilisclivveigend - nur acykiodische, 
■periphraktischt; und endliche Beslfirultheile in dem polyedrischen Complex 
vorausgesetzt werden, das Theorem des Census in allen Stufen der Vemllge- 
■«iii«ruDg, auf wdcbe wir duMlbe habea gatengm Imrm, aaoh 4m gWeh 
•nlnc» ffmuMbtaB FaaMdbmgw ikfa hiBgiobÜjeh 4m 4m ConilHiwalM bei- 
gelegten Numerus nur «gf 4m • tofa dw t M Fall magUdMNr VoraussetSMgM, 
nlmlich auf die Annahme stützt, dass die Conslituenten schlechthin gesäUt 
werden oder dass jedem die positive reelle Einheit als Numerus zukomme. 
Wenn aber in gewissen Gebieten geometrischer oder topologischer Analyse 
die CoQstituenteo mit aodereo toq oeueo Modalitäten abhängigen Numerativen 
•D8g«iMel werdM (a. beispi«lsw«l0» „VontodlM*' 8. 870)} so «NUkiM liob 
dattit ftar dm Cmmis Mcb aacb diMwr Seite Inn socb fernere Brweileniiige«| 
die jedoch von der vorliegenden Untersuchung, in welcher zunächst die Aus- 
bildung desselben nncb der Seite des AUribilUvfl bin l»eiiell werdra soUle, 
ganz ausgeschlossen bleiben mussten. 
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An/klottUrh , nicht cjklodisch, s. Cyklose, cyklodisch Art. 0 . 

Aa^Uexmn, der ungetMad«, ins Unbegrensle «u»gedebnte Raum (Art. 6). 

itoölAeM, ein« UnMtaDnng der Complei« o4er ihrer TheBe «hBa Bagriff in ihria Zn- 

sainmenhan^^ (Art. IH). 
Aperipkrakti$eh, nicht periphraktitch , i. Periphraxis (Art 24). 
AlHhitiv, mne an den ModaBtlten derCyklose, der Peripbrtzii vai der vnendlidtan 

Aasdehnung ab(telL-iletc Zahl (Arl. 37). 
Antgang, in den Linear -Coupleua jeder Punkt, in welchem mehr als iwd UniM 

(Züge) zuamneiitreAii (Art 19). 
CmuuM, die BrtHiion zwischen der Anzahl von Punkien, Linien, Flächen md kflrpaili- 

chen iläunien der Cooiplaxe und den Allribulivea ihrer BeatandUeile. 
Comdex, jedes Aggregat von Punkten, Linien und Fllahen «ia- oder «aiMdilieHlMi 

der dadurch abgegrenxten körperlichen RAume (AM. 1 und 4t). 
ComtMuent, Bestandtbeile eine» Conpiexes (Art. I). 

Curie, Ablbeilung oder Ciaase, xu welclier ein Constilnvnl i« Cmnplez gehört, ob 

Punkt, oder Länie, oder Flloiie, oder körperlicher Raum (Art. I). 
(}t/klotiisch , ringmlssig zusammenhAngend , anastomosireod (Art. 9). 
CyUoie, ringmtssiger Zusnromenhang, Anastomose (Art. 9). 

JN^nMMi, t'inc Lincarcoroploxion, anf welelie ein Constituent durch aUmAlige Varea* 

(rerung oder Retraclion seiner Grenzen zurQckgefttbrt wird (Art. 13 u. ff.} 
Ihakrise, eine von der BeschafTenheit des Complexes abhlngige conslante Zahl (Art 26). 
DUUj/n, AttlAtung oder AnnuUirnng der Cyklose (Art. Li). 

Diaphragma, oder ZwcrchflAoh», eine aoyUiMUMbe, dwoh eine cykliacha Linie be- 
grenzte FlAche (Arl. 7). 

Diatret«, Aufhebung oder AnnuUinuig der Periphraxis (Art 24). 

Effectic heissen allo im Census zur Zahlung kommenden Constiluentcn (Art 2). 

Fetder, die einzelnen tlttchenraume in einem uur eine Fiftche projicirten Diagrama 
(Art 19). 

ntdittn-CompUx , ein ParUal-Complex, in daiean CeoMW nw die drei erate« Cnrien 



geitblt werden (Art. 26, 29, 30). 
Uwnr-OMyJto, ei» Pkrtinl-Coaiplex, In desMO CanMi nnr die nwel ante« drian 
geilUi werden (Alt tO, t7, 28). 
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Mimoeenlriieh, ein Diagramm mit einem einsigen Ausgang (Art. 20). 

Piaipkraktisck, allseitig geschlossen, wi* iphInMiMhs lUohra oder itafi naMIlMdc 

kOrperliclie Rtame (Art. 24, 42). 
Ptripkraxit, Eigenscliaft einer Fläche oder eines Raames, wenn sie alUciUg zusammen- 
hingen und einen Complex oder Complexlhell rings omhttUen. (Art. 24, 42). 
Stigma, ein das rftumlich Unendliche im Census reprSsentirender virtuellfir Punltt (Art. 43;- 
Strecke, in einem Disg^amro, die Siuctie, in welche bei seiner ProjecUon auf einer 

PlMke, die ZOge durch die Traversen getbeill werden (Art 19). 
Urooerte, in einem auf eine FUche projicirten Diasframm die Punkte, in welchen sich 
iwei Ztige flberkreuzen, die sich im riumlichen Diagramm nicht schneiden (Art 19). 
IVwM» dar dl6 FMriflmxlt eteer FlldM natOMMh» oder «nrndbrnd« Ptakt (Art. M) 
firtuell heissen Punicte , Linien , Fliehen und Räume, wenn sie in Complexen als nicht 
affectiv gelten, oder nur zu Hälfe genommen werden, ohne im Conans mitgoElUt xu 
worden (Art t). 

Zuff. m niq^ramm jeder lineare W«f swinhM VWti AwgtogW» ^ IdiMa AwgMV 

als Binuenpuokt enthalt (Art. \% 
Ewtr€kßa«k9 I. DbfhniM (Art. 7). 



V erbesserongen. 

S. 38 Zeile 1 v. o. Kaff * = 13, / = 24 lief k= 19, / = 30. 

40 1 V. o« ttatt des Diagramms Ue* das Diagramm. 

„ 10 r. •. «MM [400] tie, [300]. 
„41t „7 r. «. Fi«. 45 ^ P«? 45a. 
„45 I, H »• 0- 50 Hea Fig. 49. 

„4« „7 V. 0. und Zeile 3 v. u. s/o« (I) fte« [%). 

6t „ 6 V. B. «MI « Mm 
„es M 14 V. a. «Ml S f*^ 
„ „ „»».«. «teil (0 l-r-h») Um (c4-ir+ii). 
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